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Предисловие 

У этой книги трудная судьба. Написана и сдана в печать она 
в 1971 году и была опубликована в издательстве МВТУ в 
1972г., где автор преподавал на кафедре высшей математики. 

Однако в 1972г ее автор Александр Болонкин был арестован 
КГБ за чтение и распространение произведений писателя 
лауреата Нобелевской премий А.И. Солженицына и 
правозащитника лауреата Нобелевской премии академика 
А.Д. Сахарова. 

Пятнадцать лет его подвергали пыткам, истязаниям и 
издевательствам в специальных тюрьмах, концлагерях и 
ссылках. Более 3-х лет его продержали в тюрьме особого 
режима и более года практически раздетого в холодном 
карцере с обледенелыми стенами на 400 гр черного хлеба 
хлеба и воде. КГБ, стремясь стереть о нем память,изъял книгу 
из библиотек. Его имя стало известно заграницей, о нем 
неоднократно передавали "Голос Америки" и "Свобода". Он 
был на учете в Амнисти Интернейшин, в его защиту 
неоднократно выступал академик Сахаров и видные ученые 
мира. Был освобожен в 1987г. в связи с перестройкой и сразу 
же был выдворен за границу. Поселился он в США. Четыре 
года работал в Главных лабораториях Военно-Воздушных Сил 
США в Дейтоне (Огайо), Эглин (Флорида) и два года в НАСА 
(ЫА5А, йГРС, Калифорния) над важнейшими оборонными 
проектами США. Выступал на Международных космических 
конгрессах (1992,1994,1996, 2002 гг), два раза на Всемирных 
авиационных конгрессах (1998, 1999гг.) и много раз на 
общеамериканских научных конференциях в США. 

Он автор более 250 научных работ, книг и 17 изобретений. 

Д.т.н. Кругляк 

Фотокопия этой книги есть в ЦРБ № Ф-801-83/869-6. 
См. также докторскую диссертацию Болонкина под тем же 
названием. ЛПИ 1969г. 
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ЩШЯЙ, таорів мстрв^ГІуіитія многих пяр-^ 
чая условии еястремуш ■ теорию * 
!_осйоваяі вариационно! 



іго 





.Іаотоищш. книга состоит из двух частей. Пвр ^ > ^ аС ^ о ^°" 

Ссть^*к«ло«внііЕ вт»« методов к ряду техннчеонпд задач. 

В~отличие от классической постановки вадачи оптимизации: 
а) дан Функционал, требуется иайти его абсолитную «ш- 

поотааовки задач; ^ олютнуи 

инямвль* 

в) найти подмножество решен»» лучших, чем данное; 

г) найти опенкя оннзу данного функционала. 

В наотояшее время большинство исследователей, равотапих 
в ой ласт» оптимизации, заняты решением задача в традиционной 
1 классической) постановке - отыоканивм точной мянвмвля (зада- 
ча а). Инженера м, как правило, в реальных аадачах интересует 
подмно«ѳотво кваэиоптимвльяых решений, выбирая из которого, он 
заранее увечен в получении значения функционала не хуже задан- 
ной величины (задача в) и оценок снизу, показываниях, насколько 
далек о« от точного оптимального реяевяя | задача г|. К тому яе 
у него обычно еоть много дополнительных соображений, которые 
нельзя участь в иатемвтяческой модели или которые бы ее сильно 
іслоянили. Постановка задачи оптимизация в форме в) дает ему 
вмрелйлонную свободу выборе. Задача г) имеет я самостоятельный 
вжерес. Вели есть оценка снизу, близкая к точно! нижней грани 
фЩкциокала, то заднч) оптимизации «ото иоіяо рви*» подбора» 
«Лкяоптяиальввго реяен.я. 8»двче я« в) ножвт сущяотввіво^об- 

ниМяство, иа котором сяедузт " окв ^"""" яадач тгркіѵп п 

нами методов речгаіия, отличннх от известных методов вариапион- 
яоггі исчисления, пряіишпа ишсякуѵа или дкнямичоокогс прогря>* 

мпрг.г.чияя. Пкячялогі., что ппв«» мчтопы обляляят значительной 



самостью ■ прі пошлже решать с ах помоещв одну ив паречвслен- 
ных еадач можво » МИМ побочного продунтв получит к рааеняе , 
лругоі аалачя. Это может прияеоти пользу. Тая, воли получена 
хоровая опевяа оивву, то. сравнивая с не! ^ *^ ™*"* *"^ ^)" 

от оптвмвльвото. 

Налагаемы», в пврао» чаотв материал несложен, во он о ра 
ется яа ряд влементврюа понятия в овмволжжу в» теории 
жеств. я* научаемых обычно в технически иуввх. ниже прикжят 
оя вті повятвя [і , 2]. 4Ѵ> л теорем я расу»- 

параграф, вторая - ««ер формулы »« ііТ^ ^ 

Первая авфра у рвсуввов обояиачавт номер главе. 

Понятие ниожества (оовояупяоотя. семеіотва) являетоя од- 
ввм із первичных в ваужв в не определяется черва другвв, более 
простые повятвя. Это - осчедииеяве в одно палое объектов по 
хахеиу-яноудь прявнаку. Примеры множеств! мноиество страяш 
хвал, маяваотво эвевд в планет, «тожество студентов, тожест- 
во реввояалышж чисел в т.п. т у М К/С 

множества обычно обозначился прописными буквамв.Д.І.Гі.РІ.г; 
ОоЛежты, составляхаше вшожеотвоі навивается его ШЯШШЛ " 
обозначается строчными буква» я,». Знав і означает^ 

К?"! Ш прнаС^ГГ^е ™^7тѴ^т 
х^У .что чжтаетсл: » яе является влемеитом множества і . 
Тот 4«жт. что виожеотво гостоят^вз іадіІіИоаД | « || "°*^ 

до ялеиеятов, то говорят, что оно конечно; в противно* -■уча» 
множество навывввтся бесконечным. 

Множество, не содержаяее яв одного меіааитв. наанічістся 
дтстым „ обозначается 0 . Веяв все элементы из мнсжрсѵва А 
пржхадлежат множеству Ь . то говорят, что А содержится' - 
(яла вжлвчеио) в В ; употребляет также вытекания: В солепжт 

А * яла А «с*» часть ( і ЦМ ■») « ■ ' 

вяжут А<?» адаіМ . коля воааоаая случая А-А - 



множество пожег вита ведано следуете -ц^обамя: 
а) иерачволеяяем всех его влементов, например, «новее 

■вот [о,І,....»| I 

о) авиоаяаем огравжчительяого сво»отва. Например, 
М = (» й{ч)**(*>] - М ИНИ" , ооотоядае вв елементов » . 
удоыетшоівяюв условна *Ч*>»-А> . где* - ♦ажсвро.анаыі 
влемевт. МО- аиюмрвя действительная функция. 

Ѵножеотво может быть выделено я волее сложным оврваом. 
Іаж.ояо во»** ааавоет» о* яаяоторов пареаіевііож Ц . Прамер. 

в) при томом некоторых операпиі нал ииоамтвамв і^Таж. 

І'^ялв1*^*еоотовт яе влеиввтов. праяадлежваш жаж мяоаест- 
іу А . т«1_в* ІраоЛІ 




6© 00 



Ш йпш-0 
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Рммоотід двух вможествД ж в навивается множество, со- 
тл/вев вое влементя множеотва А . не вдодявяе в множество В , 
щ яе содержащее нжжажжд других элементов I рже. 2а). Сооэначвет- 
<ха раваооть множеств А- В лжоо А^Ь . Первое овсчначеняе исполь- 
зуется только тогда, яогдаАаВ (ряс. 20). 

Пемсеченяея множеств А и В ааяшіаятся множество, состоя- 
щее яз всех елемеятов. одновременно иранпдлехяшдх как множест- 
ву А . тая а множеству в в только яв них (рае.?*). ООоэна- 
чеяие мресеченняМЛв втЛ'О «кПЙ^Я. • - .* ■ то 
вто кратко эапженваетоя хая А-ДА,. Ксли А'16- а» , то мно- 
жестве А и в называется МММШРИИ (рас.Эб). 

Пусть даны два мяояеетва А-1«| . В-Щ. Множество упорядо- 
ченных пар елемеятов (а,і) , из которых первый принадлежит А . 
в ьтороя В , называется (декартовым) ввряэве д і?ндеі; множеств 
г В я обозначается А* В. 

Пуст.. С,( Л ,В) - зле-еяты <ЧГТ^ѴймТ1^^. 
«вжям плементае яа множестпо А . Если С -Д»Оі то прові" 
ТГип А называется миоиество тех элементов из А , которые 
..лястся ігроекаиями влеиентов из Е па А . огозначеяае: рг^. ^ 
шімпрЕ. о-еченим множества Ь нячивяетс" мнохество »л*- 
•.-чітов іі<ЦЗ . для которых (л.«№Ь . 
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Дейстнвтелкмое число 6* мнамваетоя мажорантой /соответствен 
но минорантой) некоторого множества А дек^гПтелТных чисел 
есла а+і (соответственно /«о ) для всякого а (А Вмрежение 
*** р^ ого " ( ™° ото > ч «о™ ааманавт отводом V Множество 
А = Я(Х - чяси.ая ос*) называется мажорир.аы^ . » л , огв>м 1 . 
МИШ НИВ (ооотввтствввно мвиорвруемш, или ограничении 

ваамаеется ограничениум* 8 "*'"' ОГра *" чвнвов ^І" 1 » ■ °«"У. 

_„ _.*"!! м " 0 '' м ™ «ожеотваА принадлежит А , то она иаанмет- 
ся иаксккукок множества А а обоаначветсн *шЛ(х) ы » -па.АЫ 

■д. у.лыГ "° дион шЛ "ш^$ЪН 

то ?-*" ""' ""^ 8 " <«»«орм») имеет минииум (максимум I, 

то этот элемент навивается щщл (нижмейі гдщщ, множества А 
* обозначается соответственно: ища** -шжоства я 

*ирА щАМ, лир А (ж) , іп/А , ДО» Ш 
Знака "А "/Стайся: Іупремум, ач— . СГ"!: ' , „ 
обо.нач.ажя: *иріЬ)*еХ шы &ЛЩЩ, ыХпТ^2Т 
граяв ааоаеотваА могут а ао принадлежать А 

Иаогда под твфл) пожимаются локальные макоиу.ыу іинни.ѵ 

Л»; действительной фикция у^»; , виданной на множества 
Л . в котором введено понятие расстояния между элементами наш 
метен ШИШ, если существует такая окрестноств амаавта 
Іточкиі і , , юторо , Ю#4тт *** . Аналогично опреде- 
ляется локальный минимум функции"'. 

Напомним ряд свойств оперший л/яіл/ , ,ф и/> , „ 

?\*>у/ - действительная аѵнкцин. аянигишщ п« ■ «„.. 

оппеіатыи> п а «"* и " л - <>»ввснва>і от двух переменных, 

ЛіА тп Г "^™"; 1 -»"» фикция, определенная не 

Л«В. Точка , ГД9 , <сЛ , ^ „ яэы ,^ тся 
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•ода выполняйся оладуощ» условия: 1. /й.кМ {(х. ІСІ лянУтГА 

Таиим обравом, для оедловой точка УД,вѴ</г*-,»0<^т>»й/ 
Пуст» /^•Ѵ - Функционал, определенный ШЛЮ , и сущест- 
вуют Т"*І*« /р.«У а тртлх^щ). тогда яаобходамое и доста- 
точного*^ равенства* ^г^у^.^^^Аа/состоат в 
том, что Я*. в} должав иметь седдовув точѴу. Хроме того, если 
во*» седло вая точка функционала /(*. у), » 0 
Я***/ - тлшішл^я.щ) _ -„ ямл/Ѵ*.»-; . 
ио аналогии с локальвъм максимумом а Минимумом можно ввеоти 
по ""1 ИНРІ «««МП ТИ»а. когда суцествует такая окрест- 

^КтаіГ' '* **** - 

Нам удобвее полваоватьсн иным определением сед- 
ложой точи, ѵам в теории вгр, а именно: мм определим седдовув 
течку как точку, удовлетворявши условиям: I МЬк/э» Аь.аУш 

Таиим обравом, ѳслв ^„м,; есть оедловая точка » навем повв- 
мааии. то Н'-Ц +/(«■».) 

I /Г^*ѵ) - піхтія , -а, / (а , у) 
От определения сеіловой точки в 'теорѴи игр вааа определение от- 

1. Добавлавве|вмчитаііив)к обеим частям неравенства едкого 
и того жа числе. Вели а>І , юа^оА+е . 

2. Сложенве неравенств од?лавового смысла. Если а>І , 
оі . па*е>§4ь1. Еслив*^ , с*€І , гоа<с<$-></ , 

8. Вычитание неравенств противоположного смысла. Если 
а>і . о<4 , юа-е>б-еІ. 

*. Умножение неравенства на число. Ксли а>6 и С > 0 , 
то ас =-еѴ . вежж «а с* О , то <»с<^с . 

5. .Умножение неравенств одного смысла. Если а,ё ,с,4 
ііоложитольнм п а>Й , с>Ы , то й(>ік 

6. Если Я*і>0 , то при любом нвтурельном п. <з*^1 , ._ 

7. Если , то прв любом натуральном /г»2 йТ'Ж 
Я. Обравенве нерувенстьа. Ксяяа>-ё ,а+0,6+0 , то>{<і . 
Эти свойства справедливы и для ностроги» нерамнен. 
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1. И.П. макаю». Теормя «уицав деастватвліаого па 

г і ДтмГон ВМ0Г0 ' 



1 I « » I П I ) 1| I 

Г 1 в 1 а I 
методы р - И V -«ГНКШЮНЛЛОЬ 

1 - ІМИ— МДаЧ. Основные таопамц , іігоиііт [ 

А) . Пуотв достояние оистемы характеризуется элементом * . 
совомупност, , крторш образует множество/**^. НаДГоои.маі* 
{уякцвокад «ж/ , ограниченный сна». Саяаа а ограничена, шо- 
іанша на овсмму, выделяет аа атого множества некоторая подмно- 
жество допустимых оостоіиий X* ,Х\І. 

Традиционней постановка еадачи оптвмиааииа: 
а) Найти абсодмяу» «внимал»"/»* «нкцвоммв ІМ я« X* 
Наряду с давно! задачей мм будем рве, катріаать таща сле- 
дуйте аадача: 

в) Выделить бодав "узкое" подмноавстаоЛЬЛГ" содержащее 
вбеодптиув минималь ѴеХ*. 

в) Наіт» подмножество №Х' такое, что І(г/<С на А', где 
С -некоторое чисдо, с»1(»У. 

г) На«7П оценка сиизу 1(г) иц X* . 

Ддн прпстоты предполагает™, что .г» на X" сукестауат а 
единственно, .іто ограничение н'і янлиетсп сушестиениым, так как 
МПЯНИИ рааультчтов п>а трулч оВеЯюШиі на случим . .. Вл »н- 



ВЯДР '^ЙДг ^АЁЙИ | ііи*|...».іті воду »«Д«ч» ІШМ- 

штштлпт пущ п*м"т>нпн м ат •. ^ мімвііііміг. 

і 



• 



га^аоста х ш а даже отсутствия виваче—» ** < но 

' 'б). Введем множество У"М в ооредал-м ва Х"У ограввчая 
нмв іІункцновал , '/івЧ«.м) . Назовем его ^ -фумкивоналом . Построам 
особенный функцвонал Зафаковруем І . Нааовем мам, 

исходил) задач, отыскания х* в №')• $І(ж)*т аадмв» I, " 
Гвч» "тыс "нвя абсолст-ой м.н.мад. * Ч Ы- «ПЫ + /«*.*)] , 
- задачей 2. Предполагается, что х на Л* Г существует. 

Теорема Ц (вы д еление подни маем. ИМИМВ ШР* 

ді^ая Б задачи 2: 7СѴ - К , І 

нач минималь вадачи I находится в множестве ЛМУ-р /Р V»/**» У- 'Ц 

содержат твжве млв худвие ре.енвя (т.е. аа Р 

држааишшй: 3. Вычитая аз неравенства//*;*/!^»» 

.з неравенствам, получим /^Я^ 

наѴ . 

Теорема 1 доказана. 
ВММЯМ '• Элемент і является 
:ционихе ТВ аа множестве г ь- А . 



твие г . г является элементом, на котором достагается 
максимум «икциоивлв \М на миожества/Ѵ^Л. 

і^д^виа- ижЫ*Р,**РѴ*™ абсолютной манамвдь. 
задачи I в« X . В атом случае Г7-р)" • 

Теорема Ы ИРН» н^для случая ХѴХ. когдаЛ , Л , Г оодер- 
,И '^и^^іотьХѴХ . .с^вГЛИ-Л .о^есть о Ц е„к« 

ка сверх,: ИЭД * ! 

Ыио^гтьв -И. N . Р іт-гк* - »яв,«»т хот,- 1м о«н 
ич X'.-"» *<Х* 1'чкмѵ мп»енг.,« явл-ет.-.. Л . 
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Пулг' В" 1 »"" I* ДМ* 



Хі миокаотво Ы^М . . 
Докажем это. Обозначим А-Я-ДО. РПН'4, ибо РІ<*)>Щ,ь на N 

НоЛ^Д і/ЧѴЯ Следоватедыіо./ЛЛ/, что іі требовалось 

доказать. 

2. Пусть і определении МММП Ы, Р (сн. теорему І.І) 
івгурирувт отрогов неравенство. Тогда множество^ будет содер- : 
івть ранения лучшие, чек .г , ■ множество Р - худяае по срав- 
нению с * . 

3. Зависимость множасті М , N , Р от у моает быть исполь- 
зована для изменения "рвамеров" этих множеств. 

4. в -функционалы существуют и число ял весноначяо. 
Последнее утверяденяа очевидно, ибо ^ДОтМ не ограничено 




і): эадишвся такими АЗД. то"* упростилосі ;<■- 

?. Находим множества П, и УѴ| . ТоідаМ-(/Д 
всегда в«. лусто) есть множество, содержащее***', в/Ѵ-ДО({еся* 
оно не пусто) есть множество, заведомо ВОЖ ВряЯца т М ІщМ - 
яѵчвиа ременян. 

Теорема 1 .2, ( оцдн.іа саил ). Пусть ^фк)) опрадоллі.о Я : і 
ничено на X* V . Справедлива оценка онггу :ш X : 

М>ІШ #(Ф/ ,в)-и/>/&щ>щш ѵусѵ ал) 

Доквзщельство . I. Складывая неравенства !(*) * у) * 
ДОа^ЦфМД ш5/І$*ЧЫ>}АфЪ X , получим искомую оценку. 
Замечания : I. Для случая оценка (І.І) принимает вид 

г. КогдаД*А , оценка (1.1) справедлива и наЛ , абоА*л. 
В этом случае можно использовать более точные оценки: 

Еогда найдено мкожеотво П для другого , полезна бивяет 



[(*) ? - у ,!»., 

гво (І.Г). (1.1*) аналоіично доказатильотву теоро- 
МЫ 1.2. 

*' На этом Золив "узком" мяожчетвв найти ж* ужа проде. Заметим 
что сужение области поиеяв решения осоввиио важно в м-т< да 
динамического программяроваияя, тпк гак ■ДОМ**? ™"» 
умзвьяеиию потребной оперативной памяти в Маа«*01дЯ вычи,- 



3. Зависимость оценки (І.І) от у может быть использована 
для ее улучшения ^ _ (Ю 

При использовании оценок (ІЛ 1 ) - (І.Г) приходится ремать 
вадачу^-іи/іж. Ремеиие этой аадачи может быть также использова- 
но для отмскания мнокествМ ,Ы ,Р , а именно верна 
теорема 1.3 . Пусть Х- Г", Я - абсолютная иаксимадь задачи 
л-тойіси) • Тогда: I) абсолютная минималь аадачи I находится 
' ы№0?ЗЩ* 1>Ц1+*ЦХ) -но..отв < >У«.^{»>-Г > *|У 
-одержит такие или лучшие реивнияі 3) множвствоДУ-р Ѵ}*\<}, Іг Ц 
такие или худшие решения. 



Доказательств , 1,3. Вычитая м| из ивраванства1*»»І<^, 
учим нвРГ»Г. ОМаЯЯ следует п.І. 2. Вычитая»»! и* ивравен- 
пл-ІЛ-1» умножая получении» результат ив -Г, получим, что 
наЛг/*Г . Теорема докааана. 

Замечание ; Для докаватедьства теорем 1.1 - 1.8 существова- 
ние -г* |77* - неважно, ио ооответстиуюшшв ш/ и рф долж- 
ны существовать. 

г^и. Ив «Ѵ""Ж;"-"Ж я ^-— ил) 

Возьмем «^-лІЬ»- Тогда/-/'/ . минимум этого 
выражения иайти ыШ?і-0. Следовательно, согласно теореме 1.1, 
абсолютная минималь исходного функционала находится в множестве 
М-й<Ш*»(аІ т.е. ігЖТ/ *Ы • Г 0 "" 8Т0 «вравенство, полу- 
мыЧиялф Ть этом узком диапавоне яейти абсолютный минимум уж 
нетрудно любым из иэвеотных методов. Оценка снизу (теорема 1.2) 

І.ІОО . т.е. Мпѵ**-» *>сь 



от абсолютного минивуив. 
Найти ыіиимум 

Возьмеи Мч)— саіЩЦЪіМ*, ш9§Ш 1 

Это решіиие ямяется аОсолвтиой миишмяли! Задачи I ив мноишетв» 
^»)«а(()) , т.е. "іЬ* Л . Преобразуй гто иеравпи 
-тво, получим^^-Іійтіе** П . Следовательно ,Р- (л'-И'*-^, т.е. мне 
іэотво Р совпало с X* . Таким образом (см. следствия I) 
г { - псолютиил (« ..диист»яиинн) миічи .ль 




| 




В) Не ряс. І.І дается геометрическая иллюстрации теоремы 
І.І. На нем нанесены кривые/^ ,Ях), точка* . 

Множество Р - это совокупность.* , для которых^^^ , мио- 
жествоЛ/-=Х ѵ Р и множество Л' - это совокупность.* , для кото 
рих/|^*і/#»)*Л*Ліу>сЧ> Не рис. 1.1, в частности, видно, что/"А"/Ѵ 

На рис. І.г изображен случаи, когда Н&Л) - Функции двух 
переменных. 

г. О сдодммости алгоритма I 

Рассмотрим ус/.овМя сіодкмостийірі"' ч^І^ »«* к ** 
при применении алгоритм.! 1, когда задана поеледокітелыіості. 
р^\і"іі,... . Эта послѳдовітельиость пороил.і"Т последова- 
тельность мгежеетв/ 4 ?, , N. » энччоиви аункци-)н;іл.і 7 (.П . 



I 

12-13 



Последовательность |#/Д*у| при і— и» моютонно убывает и огра- 
ничена сниву, поэтому она имеет предел. Если этот предел равен 
одно! на іяамих опенок, Ф*К$*Ш& Рассмотрим теперь посладо- 
вательмооть диаметров ^Щ) , <4(М) множествѴУ-(Ѵ< •іѴ-ДО при 
/-> Эта последовательность монотонно убывает и ограничена 
.ниву1«1>0 . Значит, она также имеет предел. Отсюда вытекает 
сладівм* простоя критерий сходимости: 

ШШиЛ' П -* с " абсолютная м.нимальЛУ п*Х-Г ІЛИПИМЯ. 

В самом деле, в этбм случае множество, содержащее абсолвтнув 
миикмаль/*/-^ , стягжваетси в точку. Следовательно, эта точки 
и являетоя абсолютной мннимальв задачи I. 

ПустьѴ,^»Д»»Сг - некоторая последовательность пункций. 
Возьмем в виде I ... . 

• ™ (1.5) 
где Г, - постоянные. 

Постоянные С, будем выбирать из условия 

А і - ауИ | Г^- МР4 ^/гА' I . 

Величина Д, представляет собой разность мпжду функционалом 

и его оценкой снизу. Т.е. Д показывает, насколько значе- 
ние^,) отличается от оптимального. Условимся называть эту вели- 
чину Д - оценкой (дельта-оценкой). Оче»идно, что последователь- 
ность Тд ; ) монотонно убывает, ибо ««ждан последующа» сумма 
ІйНдасо^Р»" 1 предьадяуо. В то же время, она ограничена 
снизу (Д>0). Значит, последовательность сходится. Иа опре- 
деления А; вытекает следутиіое утверждение. 

Теорема 1.5 . Если Д,- 0 ; то іпР(а-)-~ <д] к*> . 

Теорема І.Ь . ПуотьХ=Г./,-С/«А> \Ш> /Ф)яатрШ* « 
л(х) ограничено иа X . Тогда при^-Я^-»--^**-,' « А . 
' Утверждение теореиы 1.6 прямо вытекает из непрерывности иг*! 

Эта теорема может быть полезна при отыскании локальных ми- 
нимумов/^*) методом последовательных приближений. В саном дела, 
пусть С,-1 и задача іпіІ(х) рванется просто. Тогда в силу нерре- 
рывиости мы вправе ожидать, что при малых изменениях С минимвль 
& сместятся мало, т.е.^ является хороним начальным приближе- 
нием для С г -*Сі . Как известно, хороыее ни іальнов приближение 
играет важнув роль в скорости сходимости. Лоследовятельяо 
мая С до 0 , мы придем к X я . 

Предложенные критерии сходимости могут быть использоанны 
при решении задач а, Й, н, г (см. |Х а I). 
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а. 

Виво был рассмотрен случай, когда к ^икцяоналуаѴ подвира- 
лась такая добавка Цсу) , чтобы аа ;ача 2 реаадась пром. 
Иногда удобнее ораву задаваться такшн функционалами , 
которые улроотнла вы реаания задачи 1ф/Лх.у) . В атоіі служив 
теорену І.І удобнее сформулировать в следу пи» тле: 

еомна І.І 1 . 1!устьХ"Х* , * - абсолютная наииіівль вадачі 

в множеств 
хнт такие 

кит такие или худшие реиенин. 

Теорена І.І верна, если брать З-Ч^ , .чпМ.-О. 



' . Тогда: I) абордвтнал маннмаль задачи I находиті 
мММ^І-М-Ц; г) нно«ествоЛГи).іІ7.М*/]Сс, 
иди дучние реионни; 3) множество /Ѵ»/..1іг^-/«о-/" 



«• Метод Сііусіщ г,с міюжоств.у дічжих ока ний. Алгоритм 2 
Теорема [.] позволяет построить: 
алгоритм г ( метод омска по тожеству дучмих шшеиии ). Варен 
любую точку Щ яэ ДГ а конструируем вспомогательный функционал 
У*) таким образом, чтобы ата точка бнле его міяималыі. Чатодим 
множество таких или лучяих реаѳннИ Ы, . Берем из этого множено 
точку *л , по тому же принципу строим ДО , походим множест- 
во Ы, и т.д. 

Очевидно, что/ѴаЛ^г . Предположим, что в результате 
мнокество выродилось в точку. Обозначив ее я. . 

>•? , - "уоть Л* - открытое множество, не- 
преривяи и дифференцируемы (м фреме) на X* , Тогда точна 
является стационарной точкой функциоаала Щшш X* . 

Доказательство. Точка ж^ - , позтому аа не- 

прерывности к диф>)вреицируомости У(х> следует, чгоЛ{**)=0 . 
Тек как аѵ - единственный точка А{ на X , то М X справвдіа- 

»о нераі«,нстьс^-Л7<іНѴ'Ы'-''- 1М- ф*Ш 'Л*?]. Велел т- 
МЯ итршов*! и дячф*реицируемс..та ЛигН. .%г) п-лучвеи 
Ір.)>Я№0> читывай. что^=<7 , неодим, им и ГІх.)-0 
Теорема доказана. 



Т^емо_|л!. Веди в ючкс^, нжнпѵшеио 1 сломе л^) -І(л^)- 
' ^^к>'// , <•^' , !(■*)] . *о точке л; яклчѵт. іі носі>ді.тііоіі михимплм) зада- 
чи 1. 

цок^ательитво. Якчктаі. «>д из нернеек. ті.нд-/^. [ ф , получим 
I?/, И" А , что и трсЯояатог. «і»:и: нть. 

к. ли условие теоремы І.Й на, линыг. только М отжоилнив к н- 

ш.т.'роіі окрестности точк» .ц . іпм: . ѵ. ■■няф-тгя.дг мтж> 

же* іиго«алм> ?чл»ч< 1 . 
Іч 



Пример ж методу спуска по множеств) .чип речений (для 
задачи условного ижетремуме) будет рассмотрен в §4 ^примечания 
..В). Преямуіество этого метода по сравнению с градиентным ме- , 
тодом в том, что жожяо производить расчета 
ржокуя подучить худжие значения функционала. 

5. ІІетод^ -функционала в случае 
ограничений типа равенств и 
ие ^иввнзтв 

А) Пусть нн множестве X задан Функционал^кѴ, огран.. .. 
сниау. Допустимое множество ХІ^вУ выделено из X "рв поножи 
Функционалу^ х< ф;( х )АО>/=*г,.„1. (ь6) 

Возьмем / -функционал в жиде (по ( / - сумма) 

МкЬ&чМ* неггторне ?ункп.ии л ѵ, '/с У , ч**"«ыЩр.ь}>0. 
встроим обобценп.е ЬвкіДОИЯ 

Тесрома Т.? . Пуст г**Х"ѵг><»-т»уят, у ^ШІЩЧЫМ Іяд 
юго чтобиібмл обсолюті."'. иМиМЯив |Ц)М,и,|МДЩіаіДвУ' вЧ * , 
.еойходііио и достаточно суя:>сі-»0ймяе ■{ггзютггис и ,"Ѵ,ѵ! тчкогп.чт- 

^ і^казательство . іос;аѵ ичи-, -т;. !!•» и.' вми/^М^ 
• Іѵкппап п. ч П.?), ппи -яч** / < і/ДлЦЩ 5 
Рассмотрим это неравенстн? и X*. МаХ\/7~^ (<*4><0 > т.е. 

Так как*СХ" , то это - абсолютен ми :иыпль К-г} 

на X* . 



Необходимость (метод по оіроения ). Пусть сѵце 

і А,»#на л'. 



^лестнует 
а на 



Построим р(х,ч) 

Х-Х" Функции Х| ,Ц»0вибери МжШ образом, чтобыДі^хт» . 
ТОт^ЬЖО ^Г.Ц+О ?.0 - по построению. Теорем, 
казана. 



.овладеет с теоремой I в 



[г]. 



Пусть у іжкскровепо, Я - 



Тогда 



I 



Іеовема 1.10, (оценка снизу). Пу 
і • ь Т(ГвТпр»усло^и7^^ѵк>^. 
4:, ;ііиоаала на X* . 

■ Докааиг.-льство .На " 
1 Лі.ѵЫф. что и три'.'Оналось дока:іяті. 

КМ я для всякого р -фуикциооала, в лаіыпм сѵчае 
■ЯШКИ множестве 



оценка снизу 



Свободу • выборе у можно использовать для улучшения ввжвей 
оценки в уменьшения размеров множеств/^ ,іѴ. Заметам только, что 
а для каждого у соответствую»»» л? надо авходмть по 

,.Л -функционал (1.7) можно строить в виде 

зать, что при определенных условиях"', когда 
, подучим *-~п ,Я.аЛ 
Б) Пусть » СМ) отсутствуют, т.е. задача имеет вид 
1&-тіп, Ф / (*)*0 , ^-іА■■■,^■ Сі.іі) 

Для ее равоквл ковко использовать следующий 

1. Берут произвольные функции йи]|иЫ(не обяза... 
вуля) в находят абсолютную нинииьльлУу) ка ДГ (влв в | 
ввде 5<*.*^) обобаакноп) функционала 

а.и) 

2. Реиевт совместно систему 

№,ѵ)-а, ішм)ф$)т0 , (из) 

3. 1а атих решений отбирают такие, которме удовлетворяют 

ц(і,і)*о , у-и „^, 0 . 14) 

Это в есть абсолютные мвнималв задача (1.11), так как 
все условвя теоремы 1.» а этом случае выполнены. 

Реветь (ЫЗ) можно по-разному, например, пра помом ура» 
ІлшЩмЪОѵЯятЯѣЛ из последних уравнений 0. 13): 

ІІЖм)ЪШтО . /.<А л ОЛ5) 
а решить эту систему относительно у . Из эта» 7 у отбираете* 
те, которые удовлетворяют ограничению 

ЦШ*)>0 , ]«І2. .. і9 , (1.16) 
Л»ш нгкдиіиіь ив (І.іЗ) у и риаить систему относительно.* . 

. . ДтіИІІаШІІ ІіаТОД» Л -йитимшщ 
к решению задач линеиниго 

ПР йГриИИИООи«| а,Н, 

.'іднча дміігіиіого прпг; ікеауаровапаи т.кннн: 



*' іЫ &# $ » непрерывны, X Г .ДИІ ВТ, X' .„ 
і!пЛ<| «Тіт В ліа|М)і іяаИ »,.,-/: .>ѴХ . ГУМ івчгт. 

і 



і Ці-У. . Зотни система (І.ІЭ, іадвшнгТііИ)' 

Выберем вэ (1.І8)Т уравнений^/!, /и,*, Лама)" I паромов- 
них Хі танах, что соответств л юадй оаределвтель ІД^ \*0 * аз вы- 
бранных І ланойных уравнений (1.18) (соответствую»*» ц.* О ) 
иаходим реаенав щ . Іісли это решение не удовлетворяет нера- 
венствам 11.17), то выбираем другие / ураввевв» а повторяем 
процедуру, пока не найдем.*} , удовлетворяющее (1.17). Если 
так» уравнений И окажется, те борем 1-1 урввяенве (1.18) в 
повторяем процедуру, затон ' -2 уравнении и т.д., пока не деи- 
дем . (ОМ решений, удовлетворявших Ц.17Хне оказалось, 

то сачеаи неравенств (1.17) противоречива и не может быть ьеа*. 
на. 

ЬоМ при помоаи указанной процедуры ми іышла ранение і { • 
удовлетворнЕкео (1.17). Цолигаем в и.19) всо ^ , К ... .• .. .д* . 
жааие выбранили урлвнэнвян (І.І8), равными нулю в решѵсн свете 
му (1.19) отно.-ктельиі у . Коли ига полу чинный і*0 . ТО 
5, - мкиыыиль зидачв (1.17). 1?сли . :. і - 3 . Я ззыонзсм со 
отвотетвующие хм утавнеивл (1.13) хр.,гиа> в повторен ироцед»- 
ру, поки ве получхы асау,}!), 

Есть основание пелагии., что при ПЙЦЛ про.ед^ри .'■•>, 
ас будут отр'.'цат-'львымк. I: ...тт дел*, »в|>ьиеа^хво Ц,>0 «знача 
вт, что амтшридиеиі аапраалоп внутрь лотвоіствуіяіего огроаи- 
ченап. .Ю юдедстваь ЦЩіЦйІП» задачи а огроьвчевма, будучи 
напра&лаиьмм внутрі оі-раивчѵвав и сдаоЙ И « дав, ов будзі (а ви- 
ду своего псстонкітыа) ивприалок внутри и е любой другой ничы 
соотвоістгувжеГ. гиаерпіомюс.іі (1.17). * ..то зі.ьчвт, чет в |М)М 
тате указанной процедуры число велачан ^^моаіт ііліоо возра. 



Ш»ЛЛ> '*>. - *,*0г**«0, X, 1*0, х, ч*0 и-**) 
системе (1.1В), Ц.19): 

-Ѵ.*,~0 , У,(.х,-0.О, 1-у,.Ѵ,~0, 

Ішберем урьіііс-ііия лг,-/.(7, ^ 1-0 . И. рем«на= : ,л,»1 
ніплетворясі (І.ги). Из первого столбца в (1.21) -м % •', ,» 
. • последнею столбца (1.21) начолам Уь-Ѵ,ш-І • і;"р«вс«- 
ічп Уі>0 не шполненп. Замвнием уіпвнеиии другими і, ■•П.% 0. 
Полу паем у,*д,*(-.0- Пмлхінтеаміо, р»»спи>і *,*%- О н п-.. 

"ІТИ ІЧ МИИИМП1І.. 



Система (І.ів), (Ь»)і у,рс,*х,)=0, -1 + ѵ = 0, -_/'у=<7. 
ввненяя находим .§ . Из -і/{л,<7получаѳм у-{>#. 

, любое 4"*, 



7 программирования 
Эта задаче- следуемая: ж * „ 

Предполагает!?*, что квадратичная .рэрма - положительно 



Если не учитывать ограничения (1.22), то минимум это* 
задачи очевиден! х'»0. Когда это ровение удовлетворяет неравви- 
отваи (1.22), то процесс отпевания мннвмали на атом и заканчива- 
ется. В частности, последнее обстоятельство справедливо при 
всех ё.*й. 

Рассмотрим случаи нетривиального решения. Возьмем . 
Система и.ІЗ) и (1.1ч) привет вид: , _ 

уЛ а.^ -*},; - 0,^и, ,*А<И Ъ И*"* *»* 1 - 23 > 

Процедура здесь аналогична задаче линоЪюго программирова- 

ния. 

Пример 1.6. . -Д>-4 '(40, •Ѵ'4<^-' </7и,гА) 

Сигг-мя (І.гз): Ц^.^.у;^, »,С*.'і)-0 , ь^- 1)-0, _ 

КтЯгеЯ Е-е и і-п уравнения. Почѵшм *,'Хі'1 . ІИ;іввк- 
ѴПШ <І.Г'і) ?то реиеаи'- удовлетворчут, не и:і последил лнух 
урамоняі. (1.25) яри у,-0 слелует, что Й-?,-/ • Что протя- 
воречжі усі-огиі) . Возьмем герюо уравнение г (1^23). вв- 

лччим . Іеяая его сов»<чтир с .кстеио» >і - * О Д-*<>Р, 

МЯДОІ«*4,а>4 .Г>-Ь,фС- Слелев.угвльио,*»-1»г4 - ачмлгг- 
нн» чинимая*. 

Иу-т». длші ИЯММ 

ядом ? Л*) *шО&6+ Нгіі , х€.Х , 
аадячо Э *іирв(*) , 

Предположи», что ясо***, * еу»»л»уп». . . 

Теор ема 2.1 . Пусіь Х«Х" . Тргд;> для «аила» пяри 4», ,^іЛ 
удоыі~'В'Ряг«оі' уелом» . ■мимш^'А'^" • 

'в 
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і1й8°ааШ*еШ. Пусть $іЛ • Тогда 

Но, о жругоЬіітороны, согласно теорема І.2оі/^-ллл *<Ы, 
т.о. ММ/ѵ**/ Г Таи как аосодютнан м.нимвдь и*-Г. то 

может быть только ІЩ т І<Р> . В сижу существования Л и 
всех X? найди п. і. такая минималь •»? , что^-*/. 

т еорема 2.2 . ПустьІМГ. .іслк сумествуат хотя бы одве пара 
(і. /ТтайаісГчто Д,»*, , то в каждой точка Щ имеем: 



Ъшт г. г . пусть \Т. 

(% ( §Т> ткан, что ■*,»■»/, то 



а ркрззталь'ство . I) Предположим противное: Щ/ф^г Тогда, 
силади.а,, т Ѵ ь^«і^*>.ІШ*^*Ѵ<К^^ аи ^, , .^, 
.^/к\*,{ чю нротиаоыечят ДОІАОД 2) Складывая Г(Щ#'І/Щ,І 

Иа теорем 2.1, 2.2 вытекает следствии : дли того ятоом яав- 
тв все минимади задача 1 , необходимо и достаточно найти вое 
сошшдаюяие лары ѵі, )• 

Назсвим задачм I я 2 эквивалентными, еедя все ооответствую- 
яме миинмадв этих задач совпадай между собок. 

Иа теоромм 2.2 вытекает; I. Ддн того чтобы задачи I и 2 
была аквввалвіітнывіи, достаточно суяеотвованвя хотя бы одяон 
пари ЩЛ ), такой, что*-4,. 

2. Пусть оуместяует « функционал и хотя бы одна пара 
). такая, что^ 7 . Тогда любая мииималь задача I и 
иаісяыаль аадачя 5 есть мяяималь задачи 1 я.ивоборот, иобая 
мииималь аадачя 1 еоть мииималь задачи 2 и макснмаль^ зад чи 3. 

2. ісли*««г , то оценка снизу (І.І) в Я совпадваі с точ- 
кой яяаяеі грапьо фуаицяоиаляК') 

Из следствия 1 $2 вытекает сдедувцяй ШИШИ в ѵШМ 
соляежния в«стремуио>). Баром некоторыВ . ^аі.ичемк.іі {уняцяо 
нал Ы*,ы) - Реяеея яадачу ^Д«к)*і«»ц)],_оіірсдаляем мииималь 
■^■Ѵ»'- *» ,г * 0ВШ| У)^' ѴШтЯщ/Ш ■ Приравияваем 

м ял иолучвниого уравнения Вачодим керяи >, . Эти корня опреде- 
лнт^ ..иямядь аадачя і: 

Таким образом, задача получения ябсолвгяой яикииади сво- 
дится к задача опраделеяяя хотя Он вдного корня уряяненвя соя- 
мемеияя экстремумов (2.1). Сую.твованяе и трудности отыскания 
корней уравнения (2.1) павмеят от того, насколько удачвп выбран 
I 19 




р -функционал я достаточную ли степень "свободы" дает в его 
дефиниции І 

Подчеркнем, что в отлячие от обычного метфі отыскания ии- 
вияуиа іуняциП конечного числа переменных, в котором берутся 
частные производные, приравниваются нулх и из полученной оисте 
мы находятся стационарные точки, в данном методе мы находим ее 
просто точки, подозрительные ия локальны* вкстремум или точки 
перегиба . а абсолютные милкѵалн. Т.е. существование решения 
у уравнения совмягекных экстремумов удаляется достаточным усло- 
у функционала Цк) . По I 

в I 

таты и уравнение (2.1) но ■ 

мя различны*™ проблемами, но и открывает определенные 
но-ти в решении задач оптмлации. Отметим твюхе, что 
(2.1) не требует, чтобы ^кхчоиля «И непрерывен и декрети- 
руем, т.е. оно имеет горвідо более жчрояуь область применения. 
Если минимали не выражаются явно, то уравнения солмѵяіипя 
можно записать неявно, в виде системы 

Ѵ*-*)-о, Ъ(**)-о, <2.і-> 

то функции получены из условий у/^зг.у), $ир р(зг.у). 

Пример 2.1 . Найти миничаль Функции: * 

Применим алгоритм 3. Возьмем в»-,І«Ѵк. Тэгх»ѣ/*і->0~* г ' 
і(і к)! 1 -! . Обозначим лЛ к/ и подставим в ^ : 3 *2*' *(4-и)Ѵ+{ . 
Пойдем минимум этой функции і^-^я"^- уЩ . « затем 

максимум: уд»*.?» .й',~2ри2*0 • • Приравниваем 

экстремумы этпх функции: і/ші} , ЩбфшЯл .У'-Ѵ'-4м&-іХ!*!Аіі 
Угп уравнение имеет единственны» корень:у=2. Слег-.ова-чуіыю. 

53. Замечание о / -Дункдяонале 



4 ~ 

тс Л*/*цЭс)4іХ-/ . Зта й.орми обобщенного фуня'ионяла оказыва- 
ется в ряде случаев более удобной, тчх как позволяет н-цбирчть 
твкой множитель к , который упростил бы Зункпиоіпл Ж*) . 
Перенеся некоторые из результатов по я -функционалу ни дэдіш!" 
случав, получим, что когда Х-лГ* и найдена абсолютная мянимвль 
і задач. Г. р т „ф тт , (3.2) 



1) множ.отвоГгЧ«-7-І>'-}і г< 4одержит абсолютную I 

41 I * 

2) «ожестіюЛ4**/*І*І1*1,*<Х]содер»ит такие ми 
ния задачи I, т.е. на Л' І(я)<1<*) і 

3) множествоЯсіі.-Я<М,*0(1содержит такие *> 
тш задач. І( т.е. н*Р №)*Щ 

Все ВТ» пввР^ен»" следуют из (Э.І) я теоремы І.І. 
Оценка снизу {теорема 1.3) с учетом (З.П принимает вид- 

ІМ>М7-іррР-Ѵ ,3 - 3) 

Условие ьквивалентиостя^іадвч [ и 2 (теоремы 2.1) в лепном 
г лучае таковс (Х'Х") 1 * я і . кайдёинне соответственно 
ния задач . * ЩрІХя)-№] долины совпадать . 

Алгоритм 3 (метод Товмее.енвя экстремумов) переносит » 
чанный елучай без изменения. 

Е). ОДЯаКО ДЛЯ ДЧМИОГО случая МПТНС П"Луч»Т«, > |Щ «при. 

резльтатов. Пусть на Х«Ѵ г, пр ,.р„.„ ^учкч»г.нал Ц(ѵ.у)*П 
і его / ■ДВЯВ ЯМИ П"стрг>им Щртвтшл 

д. пустіЛ-д* , * - кіимшші тииііі -чл-чи г..- 

ЛіЗ&),*ІХ . где Э 
Тогда: I) множество Рс»/*. ^/«;||солег,»«г тонне или ЦОИЯ ране- 
ния задачи 1 (т.е. ваР №ЫДО 

2) топес-гію({.\я:0>}ч)с<™.*!»ѵт такие «ли Ж$чтт рММПя 
НИМ I (т.е. тЛПЫііф . 

3) абсолютная минимпль иаіодатгя ■ тшѵт Ч*А-Н. где 

№' ,;-,„- , г/ 

1 До казательство . I. Из неравенств ,_0<Г<$ имеем У»/^ 

Г- , т.е./»! . Ь Из неравенств/Ы/ получим" 
ДмИ, т.е./мі/ . 3. Так иЛ-ДО »/*ИѴ<7. ТсЛТ-Х-Р. 

Теорема 3.2 . Пусть іирі>0 . Справедлива оценка снизу 
ЦФІГ ■»*• (3.4) 
Пусть іирі(х,у)>0 при^Т^У , Тогда верна опенка 

- і^итеіТіКТІТ- "Р" указанных условиях *э 11*11 имеем 
1*7* и • 2. Маисямязигуя зту оценку по ІГ 

вырвжвние (3.4ГІ 

. Найти оценку снизу ь *унішиснале. 



ШытыЫ' 10 ' 9 '. Тома •!«*'-<:«»*«< . Мшишадь «того іущщво- 




ігА»;-^' !*-/,/.. .. 1 ^«'' Мв1М,с "^ («ш 

*уиши Ш) олредалеаы і нваоторо» открмюи области 
/7-мар«ого штемоге пространства ]Г . Допустимое множество 
Г виіилеио т Л ора оомош уравнена! (4.2). 

<*>аьмеа *ДОІ->«Ш Ліпщаонал ДО . «моі. чтоО и Ошю 
арам шп Ы (Ш ' М ч}ш Х\ Тогда и |«нш задача г ос- 
гмоао теоремам |І можао аявдечь следупяуь виформыівл о «ада- 

дучмве реаеная (Ѵ.а. «а А/ *>,|«%(»7). 



І««««ЗЯ|. ** " ****** «"«мь вал.,, 1 

Предположим, что, стремясь упростить ;.. рванная, мы 
там ал там способом раошраля намоем У например, оторо 
«ал часть еммі (4.21. Томе помимо п. 1-4 получаем п. 5. 

5 ВсааІГПМ.^, тоф) - опенке ИПа-Д*) М Г, слад- 
отаав а, 5!). 

Иногда тдова»? сраі» ваяться пшиидявим X*) , М1 „ Г1 ЖНІі . 
-аль вадачииаДО иг, I . Іог.ш ее тмпствут.е іаЛОШКТИ 
Зуя*т ( теоремп \Л 1 : 



'"Р Ц*) на А» ■* аТМуЧМ аиа) одну очен- 
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Задаваясь рядом 1| , моюю получі -ь решение одно» ігя по- 
гтавлениьи задач §1 ид» облегчить решение «влача а. 

Примера, когда ююиествоХ^Х . приводились ранее ( св. при- 
меры І.І - 1.3). Поясним на рлпе прооткх примеров, как моіно 
применять метод й -•іункниоиала к случшо, когдалѴД , т.е. и 
пггачам условного экстремума. 

Крамер На"™ минимум Іункпии 

На &4*'-1-0, 

Возьмем какую-нибудь допустимуп Томку, например 
и в качестве <\у\\*ат •*•/ . Минимум «той (Руцким 

очевиден. Тогда множество, оодераааее тОсолотну* мняамадц, Г1 , 
отделігг-п нерпвеяствоѵ 3-1*3-1, т.е.»»-/."-*** і или I*" 

Гас. і.з 

ѴрШШт этого ацнаиниИМ нмегтя в .«. пѵг-тгмкм полаиовестиом 

(охру*иосгь| ншіесенц и раю. '.Си. Іі» гадам, что абглтоткая 
миниѵялі. нйкоцат^н г*!?-то из лемоР ^пювян* .іеруяиестп, Ро»ьмвм 
теперь лоптстимуг точку д-,»*, Н"0 н .7 фхтШШ* '' .Ѵме* оЛ- 
чіем ей.-": 4*С^ ' ! I ЖЯ • ИМ*І Г •. М оіжв лтея 

«*Ѵ»»*«<я*» С*'*3<а*с Ы. лй • .-'-я- -и» » р*с,1.эл 
'-нсае'-воМ гочержит •• Па> Ж ^ ув« іи«аа км и4,^-У 
Но *•/ . ипк елевувт и.'««я Дг . <і.і ѴивНТО* »>.::..■»«» ѵ'а%. 
'ямплш, сле.чогчтел(Н'-. аікМаММ ѵчн^ѵпиь / " ^ 

Пгит к'о 4 ( Д. Пост!. !• : і гуч «топая я с.яяь 

>: І Т*Д» *УН> »УГ к іочгстяо/'/ гтіачятгя погчів-нством: 

I' иг м »шп-тиѵые.Ь»/, . Ѵоідо ІЧ к{хі): г|І 

( рсг.1.4';. Ия іяѵгчяя авдно, »тс мпоаестчо. не Котором инд п 
И • іть п"--олі/»иу»: евапавидб, |»!чв» і-т , 'я'' , 'ч- и ня'1т» 



Р»"- М Рис. 1.5 

И— 4.3. Дан Фучтионал я ска:» 

Доаы— З^Г^І^д^ г *е - инотория юкувпнм точив. 
Киожвство Л согласно тоореме 1.1 отделится неравенством.'''/*.*»/ 

ДЦЭкі идр вш иии круге (мв. т. -И. н, С ті 

•іентр »тпго круто совпвцпвт г точил* » Тпгд* №>гпѵіУ іі№ 
геквето» г тЦОМИЯ крик" А*.*'- у . Рзвв гоѵни „, 
ичп. пвре.іічевия. р УДЯ ѵ спускать;-,, р. это* нряк-.|\ пока на 
ПОПО N Ы виродитсч в ГОН*. Я** цанаЯи* в тем» В. а к 
тогС кН*<гМММ к НЩ в тнЛ ирв.-* нпял-неи.ч поп лом -46° 
(иЛо нектр окружности гж-пеи отЗі,ѵ «" -I. -I. т.е. Под .45° 
<Р*г. 1.5). нам сшчѵчм» .ѵт !>ТоВ юѵя Чужт іюг>Ь| Н| ног 

г .... »,„„, поесть, что Т о-<ав кл икеннм мтв 

ОвВИМ Г-НИИ..ПИ". что вр« Р НВИ ИШ М НПНІ Л -Ь ШШЮШ 

*Л) » иии. от темп нмяп (■ а тнп < мо*Е иг^мм 

м||і|іі*ді|| мііі» Ьмпмим 14. Г) і- вммі («.?). 

' «КЯИрн, и.чк Маше птввмвп чете,»», иаложеняь.; в }і. 



ко- 



ЙУННІ опт:іии' 



РЯННіЯНВН лиф}*;,. 



П^нннн. нн І а рн н і щ иі ноіноні мчан, .ото,,.* т 

часто Оудем волічонатіс , в дальней-. 

Путь повеление овтвктн с иеИ И Іш і отивІ чечааи- 
— іяпичльнмх уравнений. 



#Ш Ж Н,Пре,, "' н '' г ' «-•" -»■ «ГМ.Г.Ч.Н.ІВДВМ» фикция, 
^гиіѵ г . ѵ ., г „ а ,, „ М ,, ІШ|> „,.,1,1,!,^, 

*~" ' «;-"»го «ИМ г, он ННТ ж*ть НИИ» 



& 



Качество процесса оцениыется функционалам 

/; Ч ЧСлчЛ . Щ*т *,.,«., 
Дункан ГРШ, <«*">. »«(. ,* непрерывны на Г«*«{/ .Ссловя 
ность нелре^вннх.псчти ьсвду дямюренциг.уемих функций г/г) с 

.обозначим Л . Совокупность кусочко-ненрершжв» функции 
й7« .могущих и»„ть конечное число раэршюв 1-го рода и таких 
что ияѴ .обозначив V . Совокупность пар г/г). оол.уиииих ' 
перечисленными вше свойствами и почти ьс«у удовлетворяли» 
уравнению (ч.Ь).на.іовеѵ допустимыми , ■ обозначим 0 

ВаШМ ЦІЮіІ) ІіаРти пару ыЫ .хТгКІ, щосшплыив іи 
ни«у« функционалу (4.4) (традиционная МОНИШПІ 

б) Ііаяти подмножество Н**Ѵ-Т таиое.что на «ибо! допусти* и 
траектории из УѴ Й*«, гд . с -некого,», „ело. ДиПУ ""; " 

в) Найти иіенки сниау |М на б 

и непрерыь.чоіі на Т<(«|/ г ^ ' 

ІИРті^ КГВТІ н реяеиа задача 8| Уі,5)^»П(хи) 

Тогда: I) « Н0 1іест«, /».{,.,.„: Ц^Ч^иТ] содержит таки« 
или лучшее решения задачи 1 ( г) множество Р,(іг.и І*Г ИГ) 
содержит т.чкие или худлие решения задачи 1. 

кШЖОЯВиЫ. На в из « имев* ^аЦ^Л./Дд. 



«ычитая из зтого неравенства неравенство "' 



(4.Ь) 

й-р")венств^ ГЧл-Уѵу?' л "' Аналогично віг тгая и, 

■иг Ѵ*"»4*«. Іеорема докязавв. 

трніктТр^": V ' "Г Г'"' °"" ч Садв ^ ЯТ ■ № -У 0 ""' 
і «кториг, ич іі .Это* грнмстпряей янлнвтси лѴ<) йЛий 

IV . • П ' 1ЛГЧИѴ ««««"**••■§- о множества, 

А'.Р « оценку ониэу, а именно: «"ожествах 

ІИРІЖ^ Пусть г"-*? и решена задача: /Ѵг,.Ѵг 
в . Тогда: і) НоНОМа И-Нхи ЛЧ*ІЛ иѵѴ ' ' ' 



^Жк** нТй ' Л 44 «инич. 3 ль задачи 

I оитцтельстьо. ). || а 
Унчитчя из него иогчвенс 

Я. ^ІІНЛПГИЧНО ВІІЧИТЧИ 



Теорема 

доказана. ѵ ^ "*« 

Теоиема 4.3 ((Ліенц снизу I . Пусть Р*0 , 



<я 

ропчнн, ѣСілМ) определено ■ ограничено снизу на ОЧПТ . Тог- 
і>ч '•праввдлиня оценка снизу задачи I: 

С г (У.*Д)А >^фриГ получи» (4 . 6І\ ч то к требовалось 
Следствие 1 . Нага ?,й является абсолютной" і 
•"ічячИ I не ѵнпжеетве /V 

Следствие 2 . Вот множегтрг. Ра 7"»6*1/ (или множество 
юстижимости). тоі й [ѵмл,11 ) является явсолитію! 1 мипиѵплыо 
зпдячи I на <? . 

Аналогичине ;*яультптн мчжио получить и лл« случііл, когда 
/"Ѵ0 " нонаы пог.япжны. 

Пример 4.4 . Пусть залпа олиемвоетгя условиями: 

Применим теорему 4 . 1 . Бором Д'-С** ■ Получаем задачу 

Ее решение: ,В*-1,0л1<1 . Паролям множество Р : ріф . ''.е. 
1">.С~' . ІІІІ . Но значения и*-{ не >оп>стмн. '"яеновательно. 
Р ширыкает все допустимое множество тпчек I .X , и . Поэтому 
- абсолютной ѵииимадь (см. следствие 2). 
Пример 4.Ь . Н.чПти минимум я зплаче , 

:'.і»сь'иванплі1^«ч»ски1і Іуикпвонял. ІИлннтегральи.чн гушшил не 
гпГференчируема. Известны* методы, тякип. как вариационное исчяс- 
е, принцип мяясимумя. применять не«ьяп. 

І^меним дту задачу »слел,у>іЧ"Я 
»<ѵ "*орои»И" яццнчей: = -І^іл^Н , 

X л(с) , / ( х(2)~ о, Іий I 

» щ.Яцгѵ лирС . РевкяиМ ПОНО и 
-. 1.6. Сопппі" теореме 4.2 



X 



в найдем . I ічгениг г.шо ни 

рис. 1.6. Согіглснп теорем 
/> ис ,6 РМ:Іх\?іЯі) • покричат 

МГ область лссіи>имооти. Слплокп- 
1 гі»лмю, иаГдпиноп гтиенял - о«со. 



лггіпп МММ» и ззлачи I. 
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А) Последовательность . на которой /ілг^діч//'*^ м X 
называется ижшічиэірпмві (для задачи 1). 

К построение кинжмизируших последовательностей приходится 
прибегать в методах последовательны» приолижмий | а случае , 
когда нжнммаль не принадлежит допустимому множеству. 



>ТЬ4Х||€л такая, что 



гдовл 

Ірс) на ДГ , минимизирует ш~*(Г) на А 



і, ,' щХ (6Л) 

Тогда: \)1Ы%%$'ЩіМ на Л*; Я льбая поиледоі-агвльность 
{««}«Х . уд^етворяпиая (5.1) либо /АѴ^і/^ .,« 



любая последовательность, ми 

-« ., 



на 



ще пает» і- т«к №<> наАГ*. то (тр*х*) . 

. Из Ы*"Х* » <Ь.І) следувтЛто 

У 3 ѵ 1 - (5 - 2) 

т.е./^«»)-глі . 2. ИІ (5. Г) и 15.2} следует утверждение п. 2 
теоремм. 3. Из Да«^* Р «силу (й.2І следует, что-^ІЬѵ-іѴ.' 
на X . Теорема доказана. 

Замечание . Требование р&НО пп X г мрем. 5,1 можно Эаье 
ішгь тревовшіи^м у к Р*в< "^" *'*\мр*0 слезет, что р^.)ыО 

Тоорохп 5.2 . Пусть суиествует пепли.лоыгп:,' п |а>}*Х* 
такая. -«1»^ ^ А д г ^ а . Ла ^а,, ; .,^ ->Г ( : ,^^) 
ТвЩИ ата посіедопат. іыіогть ПтіКЩ к-кніімизи|іуиией. 

Ішдтшай- из/с*)**/*,;-^ ^икм поучил, чю 

1(*.)^М-ІШЛ- Гак кип ЬЛ>Л*А*Ич?> и пунествует {*|«Х* 
г- К**)-*г*-ііф-іф. Тмрежа юкюаш. 

Замечание . Ит (Г. Г) , ( I . і'| видно . чти X иД н (5.8) ммы 
лрать в любой ко«биіігшии. 

1) Рцссмотржиі теперь случнИ. когаа задана .іе только иосле- 
|лГ,} , но и погчадошітыіьносіь Функпиоищоь 

' 1 вал", 



Теорема з.З. для того чтобы Щ*Х*минимизир. ьаііи 
ію-тсточно оуиеі-твсвлния прел - -«штедытст* ІуншіиЙ |І||Иі та- 
кой, что 

1) )\Ѵ)<й на X* при всех ( ; 



2) суюество'чли числа 4«МЩ ■ 4 »дгУ» € 
) . лилс/гаьіГ^ 1 при * і^". 



Гі 



ч Теорба легко добывается на „азе теорем* 5.,. ШЮ^ 

Из теоре» 5.1, 5.3 внтекает следуйте утверждение: если 
уик-твует «отя бы одна послвловвт.лтость, удовлетворяпадя 
і-тво" 6 Т " '^ /1 / 1 РГ ап ^«ѴМтелчногть^Х и УЛ ов- 
"иачиТ"" ТГ1 "'"' ^ «ляДЧ^, будет мМвмиэируппеЯ для 



Псчоланяе к глаяе I 

"огут оказаться полезны.™ при решении задач. Доказательства и. 
достаточно просты и не прудятся. Предполагается, что указан 
і № ограничения выполнен,- во все» области опре-еленил ^уни.и*. 

тт«-<ет9щ , еС ли с -сотые. 

^>Уй:)=4 $ «г'/^ . если 
г) іч^вЛ*). ,і"^яН л># 

иЦа*>-а*Г>*> ,еСЛ " Г;'', 

..... . если 

гв 
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Очокки 

г. ІЫІШШ]»Ь*І,С*) если /,г*><7 

В пл. !-з знай - . , если і} . 

■■■•зливши дан д ^рвмвшші 

' • 'Аюишй* шью 

' ■ Щ И*. У) - ф ю . ^ ѵ 
г. Ими— И/ ІЛ 



Подбирая І4РЯПМ, паГітя «ИМѲтммм 

гаметм л» я*. 



. . Нпходт опенку ГП1Пу . нндвлпе» іііюімі, сі- 
нТо^ е " 1ЛТ " ] " 0 - • р: " И» ««««ММ. и.лзисптималі- 



,, ІП . м^ ^^рі гаыіъщм 

♦ :.1^\*С2*<І т ... ? ' 

» <-Г'І*Г'Ь?-*'А- от». М|»4№»«0І . 



• ч.1чЧМ'і рМ^ъ^. м-{* Кі)-2-ІЬ*и 

» 13. /.|бд^-^4-.о тв . М- [а: /<*з] . 10) '2 ф»і % 
» гч.ДБЧ^Р " Дег оть. // = {*/*»<:,} , 

„и*" 1 ** Мзягь аи / -'Жкипонал И^юв слпгчЖ и рас- 
„. _ ■ "ПИШИ / Іф> Г ,.С\о..Я4 « «мл.. 
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Применяя % -<!ункшимл яаітя пл.»,.. 

Литерату ре ЦДЩ| 1 

А.Л.Еоловяян. 0в одяом методе рпеняя оятямальню задач 

ня™" СІ Г п с " б " рс, ' 0Г0 оадменяя АН вви '« 

наук , .♦ в, вып. 2, имь, і9?с. 
• М.М.Хрусталев. 0 достаточных условиях овтямальиостя в ™д а - 
ііх с огрпвячвняямя на Іптовыя коошянятм "я.,™»,».. . 
МфГМШИ*, » 4. Г9в7, лчтоматяяя я „. 



Г л я я а II 

ММ» а- М(|ямУ 

! МѴП НМИИто КС г с 1Р0МПМ К нп X • р/'Г 

г) л і*,»і» о н„ к І 

Ърт Ы. ■*» мм ^яшинжвд я с» (чп 

й V* т " г '" "^" ■ «мм.«а««а 
*ЧЛ!4 - л " г ; , ,' тп, .' во ц ш пижи м ал») .тякок..»»: 

і ) ОТ.» ' . »/( /МНЮи4 г,»е 8 , '* Н К 

> ^п-^щтф^ф^гм, что я гр^і^ цщ: 

"«» рЗвчтт мдбогА. с-п^де-и* -іюяссгяп «;./,,»: ^ й »;,я 

ІЛ "", М Т 8 -^ШПЧвда ММПМ «С ,,.,,,,,,.. ,™. 

^ЯОт Уі. М X ,„.« ѵ»«Ѵ я гтетви 

п,. •,., ,,...«„ , г,«„ тіі"!і ѵ, 11І!Ѵіі ,.. ..^„^^ 



/рл) на X' . достаточно оуиевтвовамия такого, что: 

^ете.ьстяо. Так кик МХ\ то -(•.«)-() »ЖІИИ«** 
-«Ні&Ь^вІ^Л»).'"' 0 " требовалось доказать, ьсли у к» Фик- 
сировать, то Іависимость * от у мояет вить использована, в » 
частноста, для выполнения условия ИХ' . 

ЕВИ '- 3 - ІІММЦМИ существует в число их беоко 



ЙИШ Ы» ^ сл » 8 <ІЛ > *<Х* . то получаем опенку 
ьиличииы Функционала 

Станка следует из на А** при »>І7 

рисшврвяшя"/, ибоХГвХ . Зависимость 7 от» мо»ет выть «спсль- 
зованв для улучаения оценки. Г) частности, маяно віять . 
Іогда аз таорем 1.2. 1.3 вытекает следствия: 

Следствие I . Пусть 4(Я)-0 ни А* и сувествует *ЧХ . Для 
тоію чтооы элемент * оыл абсолютной минимальв іііункииояалв К*) 
на X* необходимо и достаточно существование ф) такого, что: 



роли их' . »•< ■ то і.Ѵ ,, 4*' ; • 

« -чунішионал является частішм Ъіучаем 



, то теорема 1.1 гл. I справедлива и ь втом случае. 

..Пусть * - абсолдткая минималь задачи і: 



Ілі[ІЫ*М*)] ,ХіХ . Тогда: 1) аосол«якая минималь задачи 1 
находится в мвояеетво Н"МПХ' . где М'г»'*»') I 2) мвояеетво 
гѴ*-/ѴЛХ* • гдв АгтиЛ4#йі . содержит такие или лучший реше- 
аин, т.е. иа N . 3) мнокеотво Р*-РПХ\ где РЦ*.-«а|, 

содержит такие или худшие решения (т.о. па Р 

" Диалогично можно сформулировать дли втого случая теорему ІЛ> 
Гак как множество X* выяелвао при помощи равенства «г*}-0 , то 
ия теоремы 1.5 вытекает следствия : 

Следствии 3. Если в , тоХ»Р . 

бедствие ■•■ ІВИ 0 . т. XV И, 

Слеястм» 5 . Если *Р)* 0 . тоІГХѴ 

Из теорем 1.2-1.4 и гледетвил 1 получаем шгооатм 4. Ііерем 
і •рандченкын сниіу Ігуиішипн.-іЛ *{*.ч) . оиреііелеішнй нп Ж»Ѵ . 



Принцип расмрския гласит: л.оое расдиічнне множества, ни ко- 
іоро» ияѵт минимум Іуишион іяя. мсч.т только уменьшить ВВЛИ- 

1ИИ1 «ИИИМѴ/а [' ] . 



Находим кщавмаль задачи 2: М{[*4) . иХ . *** » " •>"•• 

НОИ виде {(*,м)-0. Решаем аОИИаСТНи чиі:тілу(у{4,іі' идя 
иия' 4 -функционала) ! < (*.у>-0 , Ч) ~0 

Тогда компонента і кірня ЯО* сиогеми я будит ирМДМх*! 
миыішльв задачи 1 : 
' А дгооит* 4 'і г,«»і«іШе ііѴТ^м ц. дв^ рв •••і^ 

с граничащий оаиэу 4уі<клиытл * . мцедамшш" іп л^шХ*!^ 
Решаем зидачу 2: Ш(1'*).*іХ ■ ВВЯ *^а" , ТС ми іюіѵгнм МММ- 
«\ мал» задачи I. Если І|Х* , ю рмучяиш оііик] мшэі 
* величины функционале ІЙ на X* в мішлесг.ш М а Ы,Р • 

Заи^цЩЦ. I. Воли доиусгимое ІГгііІШПИііггтііТі X' Ійіаеліяь: іул 
помощи 4іункииоіінл.)а Г,М»0 , * -^ункчи.ііыл м- хио ИокЯТЬ ь ьидя 
«і-А>Ш(») (по I - сум»ѵі), где А((и) - ншеитсрис \ци> м * . 

2. Ілли лооусіиио* иолмі.ояесТео иь.іелвнг. ири п иярйЯ ІИУ|вд- 

веіість , ы -^'уницяиши можии «оигта » ьяШ 

где ЦС«) - іюкі .іорые 4'ункчяп X , либо а виде 

где 1) »'»0 и выюднено уММИ 'ЦМ^ІфіЛ М X" . 

3. Пусті, иьчзтея 4 -4хукШМШ и МвяКаТ ДСХ «адае, *м 
Л»)-ііи[Іг*Ь*(*І , а€Х . Тог^ія люОій ял«исіп і,€Х' и у^;. ! ьдет- 
воряпий условию х ЯіішіІІІ [ 1(ш)ы(ж) ] г лех ^ ил » ; 

есть цзсолцтния миниѵаль (вИВЛиШМ /М ни / " и ллЮаи дОсол*>т- 
нам иитмшп ^увкцисна,ча /(V на X* удоилетьорнет услоьки О.і") . 

Піимое утьериление нвііосредстье.іно витеквет иа р ле^ гвин [, 
Докажем обратное утвчиідение. Гаи кик абсшлиая миішщ^іы;€ X" .. 

т.е. +м. "щ.ры.ы&.упи.*)}, 

что и требовалось лона^ать. 

Таким обрааом, елли гуше.чі.,ет кот* вы один мемент. удоь 
' легворяодий ІІ.І). то и асе остальные мимимили задача I оояэа - 

твльио ему уповле-гворівт. 
ц Поясним идеи введения Ин^тиШЖХНОЛІ следуодии примером 

Пусть некотораи іункция Дм) опле.-.елена на отрезке [о,11 . Ло- 
пустимнии ДЛД нее является целее значения ПІ(і,И . НаіО няйти 
*| ив минимум. ЛоОаяка Л -«рункпи.мшла не и-еняет вначения $(Н) , н^ 
' ^ деформирует ігункііпв ІЫ) в пргѵсиуткал между ятики іначенилми 



(рис. Я.І). Если *-4ункиконнл "хороший", то 
Кг:ии к т ,му ял І.К . то мы Поіг.іии 



ми Г. " 
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Ряс. 2.1 

ламетим, что к г*"*™ 11 '^" пч «"толом Л 
іюдходкть различно: а) можно еэлть • качеотвв * -функционала 
иявестяув фуиюіжю Л(Х) 1 б) можно считать ф) неяэвестяс 
іией, которѵо следует искать совместно с минималью; а| 
, сі(»,ѵ) . где * -«эвеотная Функции, а - 
я функция *, ■ искать ее совместно с иинималы). 

і к примерам. В качестве примере» 

ряяение которых другими методами за 
Пример Найти минимум функционала 

здесь трудно применить, ибо й-ккпяоиал задан 
на дноиретном множестве. Почти единственное, что может вить 
предложено существупдими теориями. - вто простой перебор ліХ*- 
Йо чясло олеиоитов множества X бесконечно, а потому перебор 
может оказаться бе: ^мысленным. 

Решим втот пример предлагаем!» методом. Возьмем в ви- 

де . ».* пі * с ?* , , 

Нетрудно видеть, что при таком задании «(Я7 : щх)*ц ва л , 
■во при х-ІТп П-0М,*2 ,...,5<п2х-ІІл»і'0. Составим обобщенный 
функционал ,і^кМп*4І!2* $ігЬ-І м *х<&х 'ІІляОиЪ. 

В втом Функционале х уже непрерывно я -о~»<«в (множествоХ) . 
Ілагодаря добавке <і(х) атот функционал можно привести я просто- 

■>°і(я',рс*1)'*' 1$,п'х-СЫ'Х)(Н*'Л-Ь'ХС01Х*С»/'х, 
Полученный Функционал несложен. В силу непрерывности! его 
шЧолвтакй имиичум бет гтада можно найти, примени обнчныо мето- 
.1* морчі зкотрмчумов сіуи.-цяя ООТВГО переменного. З.«есь **~\ " 
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4І"Х*прж 4- і .І- Щі. Следовательно, вто абсолютный 
|я притом единственный) и походного функционала (1.2.) 

іяялогпио находят минимум другого функционала (по х ): 
1-С*ЩМ*С»1Ы™хСтК>ф'>)'1ШІ*; Г-М ,ЖІ *•**».) 
1 задано,* двсиретно. Зададимся «и^ЯилЪлЛ. после 
I 3*1*4 можно преобразовать к простому 
ткал мянималь еадачи 2:І«0 . Сна вхо- 
'вдопуотимое множество X* при Л* 0 , а потому является ■ 
I. 

что в случае ограничинности допустимого 
__жества в задачах, подобны» предыдущему примеру, 
метод множителей Лагранжа [7] . [.окажем, что ето не так. 
і Цаітя минимум 

Составляем функции Лагранжа Р» »}->к 1 *ІМ*^Л* М*'* і 
где А, X, - неопределенные множителя Лагрвнж». Вычисляем 1-х. про- 

ивводиув Г'»!*'-** »1+Аі»А| _,, „ 
Подстамяя сада х»0 , 4*1 и приравнивая Г Щ»т , /ЛЧ'О , по- 
лучаем систему, из которой находим А ( , А| . Вторая производная: 
/"«вд-6. При я»0 ГЩ'-ЫО- при «'Л ГЫ'М'О. Следовательно, х- О 
есть точка максимума, а Х'і - точка минимума. Проверяем, 
подставляя Х-0 в (1.3), находим Ш-І , . Мы лідии, 

что Ж'Тод Лагранжа дал прямо. ррр^ивоположние результаты: ни точ- 
ку максимума, ■ на точку максиѵука - как на точку минимума. Здесь 
нарушено одно из условий применимости метода Лагранжа 

" связи больше числа независимых переменных.' Это» 
, что для метода Лаграніа зто наруи 
этот пример предлагаемым методом. Возьмем зШ в виде 

Тогда 

Э.1.л-х*-іх'+2х>х(*:і)(Ѵ,-*), 3'.т»»'0, *.0€Х*, У'Ь>в 

Таким образом, согласно следствии I І«0 - абсолютная мннамаль 
Функционала (1.3). Все вто пожпывает, что «I -функционал і 
б^лсе широкое применение, чем ММЯ множителе) Лагранжа. 
П оимей 1.3 . Найти минимум интеграла: 

Здесь Ьтервіл интегрирования : секретен. Прямой пчревор зат 
вдобавок тан, что интеграл (1.4) т выражаете 
ные Функции и плп него не гостя ідены таблицы. 
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г.уч"!» искать «1 -1т гаівоичл в вида» *° ЮЛл/Л . На X* 

.до. дм» ^і^і^иііі п-уі-ю-ЬчѴЬ, ил) 

Тая ігях Ю*4Я<Ш . ™У?0 ь его» витерволе, Т.». корень един 
ГГИИМІ и Л » 2!>П - точка а«солітного «янкчуѵа. 

Аналогично пахсдит минимум другого интеграле, не внрялалле- ^ 
юея ч«)^з влементвіиые Іунячяя, 

Ямш 4»|(^гЫ0'|вЪ; а '(ООО, 

Ііг имер 1.1 . іілВтв минимум интеграла 

Здесь дА-рчтна шеЯМТСГрмЫПЯ (ч/иипия. Интеграл от нее также 
не выражается череч влвчентнринв Функции. ( 
ііоэьмем Ыш(С'\іпЧ0'ил,>1^. Тогд» '/«'«'«• 

Эта производная не существу Юй а*0СХ' . При а>0 0>0 ; прі 
о<0, У-.0 («л» УуО при ). Следовательно. Я-0 воть 

яосолгтнрч миняѵаль. 

Гі) Рассмотрим случай, лопіа оптимального л* ИІ л не сущест- 
вует, ио существует последовательность |і я }с X* МД такая, 
что Іі/п/(і^'«. Гмея оос.педоапгельиост* I 
юав, (*„. 55 гл. 0. 

Аналогично п. А моіио показать, что і 
следствия I иа данный случай. 

Следствие, і'. Пусть 4І*}'0 только на X . Для того чтобы по- 
следовательность Іі»}сХ" "нлв мичвмизярулііе», иео^опкмю в доота 
точно суяеетиччиис іуяіпяг-нала «ЙО такого, что 

достаточное закмчеине «того следствия совпадает с леммой 
в [2] , а - с Іункіионаіом , введенным та» же. 

»/іяно оеіослііигь замечание 3 п. л г яч вгпт случай: воля 
имеете! Ы 4 -і! , ці":ипіічл я хотя йы одна ПОСЛ8Д01 'тельность ІМсХі 
уловлетіі >рншлп (1.9), то лвОая последовательное ь {п^сд* • 
уловлетворяшап (1.1»), есть мжиямяеярухшвл и. наберет, лрЭая 
ппс«ецщ.ате.іыіорть удовлетворяет условен П."). 
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«< ^ИШЯШМ I о ч'^шлшм п ространстве 
Применим іеереѵу 1.2 к з.ѵ.ачо п:і-пѵгчаііии, онисмтеноч в 
банаховом пристрлиетве уравнением 

» **«««*. *<У-*, ,*(*.)•>*,, (».юІ 

іле а,{(і,и) - элементы ВОЛГЛО ляп ' и' ч и иорииргяаимих про : тгянс ее 
Х,нХ,ооответствоішо, црячві Х^Х,, І([(,,^'Т ОТрегМ числовой щи. 

Назовем Допус тимым .тпааплеилск ит*У|И«*>« ограниченную <!уик- 
чяю (в смысле [і] , стр. со -.чиченад-я . гд» I/ - мппке-т 
во в проячвольВ'и» топологическои пр^стряистве. Л частности. V 
! может Онть «трячеожЯѵ, ваИМ^ПЯ л і-грімінченнвм. Вудеч пре,щс-а- . 
гать, что ііля всякого упрпплении '/«.I урявнеане СЛОиадет 
елявственное реаение х(і) х(Х, "ств для все» , где 

х(1) - м прерывная, почти МВД) хОД*Р*ЯЩЛДО*ЯЯ на функция. 

Оператор }(з,и) опртдел.ні на ирямем птюяіведении Х'О . 
ч н- і р сривен я ограчвч-н. Гравяпн^ >4 «И 'г,<« , Я(1 г )ша, , *0,).я, 

Ошталшь: «я,, и(і) , 

п«|-вводятее систему гя *іѵп> г . е.-н;!мо - . С т.«яи.« і гпг.аині.- 

конечное состояние, ЧТсСя •І-учкцгсмл 

/-/•/.я«;<<г я. и) 

поняѵчл наяменьаее >>виі че. 

Говокупиогть ММртид ГуілщР и(*) зЪучпчт V ( ссвічун 
ность непрерывны», гісчт» •«• аду ля!4-|чнч»і-у«і»ч« :-і Ц,,н! , ,$унк- 
і-ип ойочнччичі В . Слгояупвс.,-1). ,,п\.х(*<и<1', ГЦІШМЩ лег»- 
чисясиичми, свойствами И ІТ ГТИ РСІ.Г.Ѵ ] іігл- ■ НИЧЦ || МІМДІЩМ 
II. 10) . Нччпвем доиустшимм» л ОбГЧИПЧЯЧ /7 . о іепп.гпо, ЩлО*9*У 

Пусть *т *(**). «яіІП||й1 .му-с .иачн-.ч* ШШуЦ/ШКЯ, «тфіѵреі:- 
пягуемы» і^уіікчяонал, опр» »(,ч«і..і;К ис Х'Т . Нчглып (ГО чрокте- 
рцдтячесдвм ■Іункіиона.юм. ІМ искам .і [ѵчгццоіии в вім 

ало 

0,:есь - частная про» -иол-.ч (рем у по * , «мнмюма м 

исЯным функнионплом, • - чнпі, ц'.мсіГ'іиіии. Птврндно, что тре/іо- 
вяиие опрецелечил * -фупкпионелч іншпчнено. 

Состовляя обо«иічнныП ТУНІГІЯІІНЧЛ І*]*4. » уіитнп Яп . что 
'»'«т,«і«т*,. получим 1, 

где в^-Гі-ІІ*/ . Так как »нс»е"тпс Ч отличимей от иючес»-імі 
0'Ѵ только те», по пары зв!,и(Ѵ уУЮжЛеТНОрГПЛ почти венду 
<І. 10), то при задания «1 -іуиюіноияля в Іорме (1.1?) сегляс о 
теорем. 1.2 исходную чтдачу I - отыскание миниѵуѵа (І.П) яа 0 - 
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і Л'/ , на котором Ш 
і (1 . 1С) . Итак, имей 

Твораиь [А. Боля функция й(і) ', полученная иэ рѳавяяя «а- 
А4, ".3(ѵ|ГІ ві ' '«лова, что й(*МѴ , т0 ои- оовсада „ , 
почтявоДг/о (ГувкииеЯ, полученной іэ решения задачи и>і / івЧ 

''НаГёМна под- 
миоиеотяе отрезка ЛМ с мвоой.ие пашой кѵлп. Тогда ка 



ІШІШааШ» Предположим' противное; ѣ(и*) 
ютяв отрезка Г'і,М с мерой. не равной кулю 
подшсяеотм 6(Ц>а(і). т.е. Гб(І/У*і>Г№4і , а зто прот 
рвчкт тому, что * т доставляет минямумУ шитвгралу I $4і 
Из требования (1.!4) к теоремы І.|> получаем 

ѵ ши йгнкционал ЖЦіЩ, такб», что абсолитиан 
аадячя (І.іб) іЩМИё, то ооглаоно георама І.І 



(І.16> 



абоодюткал мкиималъ нолодиой аадачі. 

Итак, доказана теорема і.у. Дли того чтобы пара функции 
,и(і)іО была абсолютно» минималыо (функционала I, доста- 

В честностя, если пріиять, ПІ^ц , Г д» р(() - линейна 
функционал. Н(Х, , то к.і п. I я условия стационарности п 2 
ІІ.ГЯ следует ^ 

тмН-р(і)'И*М)-Ь»4. Предполагается, что «*/•» - проязвол- 
яал «реле - непрерывна, «н вкдкм, что необходимые условя* аада- 
і В, выТвкаицме т (ІД7), совпал» с необходимыми 




Предположим, что на мноиеггиеХ определены 
стиѵчми янляютсл только 
для которых ИРИДУ Г, и Л. 
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связя. Пусть ПЬ),0 - "ястяиа" я Я*)** - "лодь". Пять освое- 
нии св язок (» ■ »;>,«,-) лог юст предоталлеяы я следумии таблЗОШ: 











г, 


п 


4*7} 




И 


я 


р 


я 


и 


А 


я 








и 


А 


И 


А 


Я 


1 




А 


Я 


■ 


А 


А 








А 


А 



Двойная ямплккаикя 



Диэьюшшня в исключающем смысле 
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смысле клвМ1 "" 1 *" 1 



Коиьгпкляя 



Будем использовать «Ш 



Стрнпаляе 
ММ Р>0, 
зам Г- Л 

•*>•. /-«д. 

и птгк случаях а н^чгцяоивл моино л; кать в виде: 

і *'.'{* *глг,*лп, 

5) X » \*~Г] . •'•РИ-.іііяТі]. 

Іідесь р,р,,р, - некоторые ф;ѵкция * . 

Поскольку с помощь» |Мя пят гилзок «огут сыть постросич 
все другяе сяоль угодво Ьятт И скиз^раняя, то і{ормв .< -функ- 
ционалов могут яспользгіутьсі для олоѵнк. лл-ичвскях связей. 

Пусть тр<»1у еТ гк рвшкть запячу минкмлэация гл. I 54 п. А: 
Слстяням обобпеиный Фунипяонал п вкле 

(2.2) 

гдя К***) - прояЛюльннв 4іуня;чональі х,у . 

Пуоть ІІЮ - абсолютная ммнямоль (2.2) ив X . 

Общий поянчяі! вз<;и »ностк оптиѵ.ѵ:і.»ьи за д а ч- Пря всяком 
Г< У абсолютная мдяяяяіц (.''унгавопала 1 (г. г) является аосолют- 
яой икия^влью любого из 'Іунюіионолов 
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Л|И атом дик» «ЮМ ішлшс.хи (2.4) ѵожііо заменить ограни 



X, іа . М №1 *1, <ІТ в У)/. ( а .5) 

2. При (к ипим уйУ Исоігтч:: мииаицль функционален (2.2) 
нальется ейсс^тной ІМЯШЮО дьво» сучш функционалов 

р/(*,»\1/.и*> (2.3') 
дли сішаел, ни ы .< 1 >■■■ с:/мму (2. У), 

При &тгг лгйоо чиплгі роМЯОУІ (..'.О мнжно заменить ограни-- 
чеиинмі вилл (2.$). 

г.окнзьтсл«.с тдо. 1. Кжя кцкдзга из ЦШЦППІМ (2.3) при 
соолвдеют раьвніль (2.4) ьсполиени теорема Г.2, т.е.К» ПП- 
•тчі его ■ІООММІ ІШР Ж МІЯ , Тш( юм кпждіЛ Іункционал дости- 
гнет оьовИ июней граня, то очеыцшо. что вам нн равенств (2.1) 
огрцш ИХНИМ «да (2. а) и-, может ок..:іагьс(< яа причине миниму- 
ма. Аналогично доказывается п. 2. ЦріШН докаэыі. 

ВИЮаМ 1 • Чиьчиние аЫМТеі оцвіікоі! снизу дл« 

любого іа фуншиои^-.оь (І.Ыі 12.3'), иол» часть или вое валі-н 
ства(2.4). (2.4 1 ) «аыениѵь раяиьствичл видь 

М'.*Ш*)-0. 12.6) 

Слажотсже 2. И случае, соотііето і ь; .дцем (2. 61, аосавяь-а- 
мѵііималь ліеоі',, из нункииоі.алив (2.3) .^держится в мнпостве 

М,(ѵ.{х. риь.мм^&ь&'ыш*»} (2.7) 

Следствие Ь . ВслТ ьо:.мо*ц.) ре«?ие задачи СМ) алгоритм ,4, 
то суиВйствупт такие у , что 

Аі(«(Ц>.»Ш»(»»*« 0" ' " »е сумма) (2.8) 
В самом деле из существовании рошеняя задачи (2.1) следу.-*, 
іто /[(я)»9 . Так «и Д7 /і - минимум, то (::.8) 

«3. 



оптимизации 

I . Заша. поиска усюьного акотрвмѵма ІЯИЩ конечного ЩЦу 

Лыю !•}.(*) , і ■/,!,..., (з.і) 

Ьциіі* »- л-мернм» пеиіор. функции ДО») определены г некотарги 

ІКрііТ^» рЛДИГТЯ П - »«>р!'"ГР И?ИТО|іНГГо'прОГГ[»НСТНП д 

44) 
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1 



не Х^(- 



4 -функционал я аиде 

«по повторимся индексам - суммирование), Здесь тЩ. ис- 
тория функции а . определенные ннХ: X И» г| I |Л»Л- о/ * 

Построим обобщенный функционал **(*). Зададимся 

некоторым! р;(г) и релим задачу іл/ОД "IX ■ Из ятого 
задачи 2, оогласно теоремам }І, мы можві - 
форшшив о задаче 1 1 

II Если І«Х* , то Л - абсолютная 

„ли" &Ік* ■ то: а) X*) - оценка снизу Цункциоиала %*) 
Х^теоремв 1.4); б) при «і (*) '0 «'находится я мио*еотве 
Р-І». ЛМММ] (следствие 3, Л)) в) при •»(*)« 4Х*нагодится 
в множестве /т".{«'Л»>»'І»)к (следствие 4, §І); г) мнріество 
//■'•УЛІи где Д»^ГіЦр>1Піі| . содертит такие или -иудлие реае- 
ния (тоо ре мы 1.5). 

Таким образом, если даже іфК' . видим, что вычисления 
не бесполезны. Мы получаем оценку снизу а сужаем область поиска 
оптимального решения. Задаваясь рядом , і результате мояно 
получить ранение одной из поставленных задач а, 6, в, г ыі 
облегчить ревеня* задачи а (ом. гл. I, $1). 

Обратим внимание на то, что данный метод и отличие от клас- 
сического метода множителей Лагранжа не требует непрерывности и 
двадерешжруемооти функции (,(»), I, (х) . Он может быть применен 
в не к аналитическим функционалам, например, к функционалам, 
на дискретных * • I 
ки (см. гл. 10). 

2. Применение теорем Ц ж вадачам оптимизации. 



Пусть поведение обгекта описывается системой дя 
ны, уравнений: ^ „^,,^ , , , 11Г*М, (3 . 8 , 

где ш(%)-п -мерная непрерывная, кусочно-дяі|в)еренцжрувмая іункнжя, 
зсеаСО | ы(»;- I -мерявл функция, непрерывная всвду на Г , за не- 
сением конечного числа точек, где она может жметь разрывы 
э рода, КС Ѵ(і) . Граничное значения <і , <і заданы, ^{{1) , 



1-го 



процесса оценивается ,'унииионалом ■ 
/•Л»ь»,)»/Ч(*.»-,1(^«, , *,-*Л). (3.4) 

Г(*„Ц). і,(?и,*),і.«..,п кепрерывнн, Л»,Л)»-«> . Совокуп- 
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«ость яепреримшх, почт* «саду дііМ«рвширувмых ійуюшН х(1) о 
*(6(ІІ обозначим 1 . Совокупность кусочно-непрерыянга (о разры- 
вани 1-го роле) функций к(і) тали, что мѴП) , обозначен V 
Пари , и(і\ , обладешие перечисленными пае свойствам ■ 
почт» всюду удовлетворяюние уравнениям Гз.З). назывался ддц ус- 
ДИИД. Обозначим ах б , 6 е В* V . 

Введем в исследование п однозначных функций V,*) і»Ц ,і 
прерывных і «меюадх непрерывные производные на Т«6 . Запишем 
л -фтнкпяоиал в вала . г , 

«■Л, ^іОДѴііОДіДО, ( 3 ,5) 

Очевидно, что на 8 Л-О . Составляем обобщенный фунішло- 
нал , интегрируем член >,і ( по частям я исключаем X, 

пря помоев ІЭ.Э). Получім „ 

Обозначил А'Г*\г,#, 8-Мф*\\*-х,» . Применим к (3.6) 
следствие I И, Здесь роль множества X' . Ф"гур«рувдего в след- 
ствия I, «грает в , а роль множества. X - множество 1*Ѵ . 
Тая кал функции « 3 Ц.Ѵ м, не свяэанн уравнениями (3.3) . то 
на парах 3(1) , ыЦ) „ Ц,Ѵ с концами в К «р. условия ДОД 

^оиончат М ьно^^ Ч ^^.:^^^*Ѵ" 

аші Ш , ч((І была абсолютной «илималью функци^в 8 '!^! 7 " 11 
достаточно»' существования П. диріеренціфуемых функций \П,*) 

такта ' Ті*'"^ 1, "'ЧУ» 4 '"*' **Ѵ**М 

Из 13.8) следует, что ?ол» няЯти хотч бы олно рамени* урон 
иряиіі я «яг-гики тукяисяли о Л неірвестннмт а і н і ціяіи яя Ь(і.м] 

пря иряе» Я условии Й.січі , то п. I, 2 теоремы В.І будут вы- 
полпенн. ЬОое -глотни ЮШЮ Г.- ~«исл« 



іеобжидивьсті. Нельз-і іл* гвк мы Боинге ни іш .» 
чт? оня ! 'су щ ^тву^гІ' е * еН,,Я ' ЗД,, ' , " И**". го '"^ 
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Пусть, например 
яром* К-ѴІ.Ш)/** . I 



>,.0 і-Ц, ,М, 



-Кротова|1 



авям их в 13.71 , под 
Г*!" 7 . [3] (условие 



(3. 10) 



*«<»,'.• ^ "'««*. И» 

Здесь ♦-/•♦^' . Д. /,,(-;(. -Я 
иногда удобнее задаваться «уккйией у»,*) «ли в других < 
чениях /ом. С4]) і>(і,*> . Тогда Л, Л пиаутся: 

Л-Г'Ъ-*,, 4-И». (3.11) 

и теорема Э.І совпадает с-[2-І, » 12 (см, также (ЗЦ. 

функционал а для втой задачи можно определить еще сле- 
дующим образом. Зададимся некоторое Іунга.ней Ѵ/<,«) . Тогда 

олучкм 



Иитеггируя пврвое слагаемое по частям, пол 
><аѵечииия. I. Теорема 3.1 справедлива ■ а 



Теорема 3.1 справедльа и а записи (з.ѳ) п.І 
1 '"'міА ( ' Ч* 6 *" 40 Таха" форма предлагается в [4). 

Разница между зтимя фермами существенна при рассмотрении 2-1 
вариации и условий в угловых точках. ■ ти 

случаях 



оптимальности 
Р' 



в некоторых других 
Возьмем последние исправленную <К>рмудироику 




Риг. ?.Л 



*. Кротсва [8] (задача быстродеВствия) и 
. НаОті мииимплыюе (, в задаче 

1*/уі, М*1, ЖІМ-І, х(Ц>0. 

Беря фшО , получим й—1 . Сле- 
довательно, Л достигается на лв- 
бой кривой, например, и*- ДО (1'ЦЮ) . 
0 случае «<>, когда «ни 
«нтегралом при заданна 4*0 • 

во всех іреіпнц» С о 

кчводной )НЧ V при гЦч 

2.», то ПОЛУЧ.М .Й.-І . 




(рио. 2.) 



3(0 огріниіенвг не яаляетг 
[< 1 2 ] всегда мгткі разбить 



так кик 
отгезк», где 



От-й.-тим, что ь Лі«длагзаком мш де в о». 





Замечания. I. В качестве множеств 
{жЦ\) с ограниченно» производной 
сужение множестве может помочь в от 

2. Замечание 3 «I > данном слу 
существует Зункция •»/>,*) I котя вы одна 
йН) . удовлетворяппал (3.8). Тогда 
вордапя (3.8) . есть минямаль задачи 1,1 . 
•<аль задачи I удовлетворяет п. I, 2 (З.Ѳ). 

3. Если моменты не 4«нсироваиы , то можно пои 
что п. 1.2 (3.8) принимает вил: 

Условже і<і/в»г' можно выполнить, взяв ' і •?/(,*)'}.., и 

*»„■*-*.*-*. 

4. Теорема 3.1 является частным скучаем »олее обпеП • 
мы 2.1, расемотренно» в гл. III. 

Предположим, что ми задались некоторыми 1Д" (или •ТТ,»))- 
Теорема 3.2 . Пусть Р»0 и решена задача МЯ . Тогда: 
I) множество М»{і,ж,н: 8*%ві*\ І НТ) содержит 'такие или лучшие 
решения задачи І| 2) множество Р«/г,г,и. і-^^олержит такие 
яля худшие реаения задачи I. 

Лошиательство . Г) Вычитая 8»Й из неравенства В ♦ Л ' в * Т а , 
получим /,«/, на Т , т.е. І Г ?,М*І&*_ ■ Ч Вычитая в»8~ иэ 
неравенства 8-\*і-{, , получим на Т , т.е. 

что я треОовалось доказать. 

Возьмем вместо функционала (3.4) другой более простоя Функ- 
ционал ^ і/І.Г.иіЛ . 

Тесрс'а 3.3 . Пусть Г'О . я ресвна задача 3" Я /.(4ЛЦ*У< V 
на 3 . Тогда: I) множество //«^г.»4»й,«:(<^г«ГІсодвржжт такие 
или лучшие решения залечи I; 2) множество Ѵ4*4"& ' ,Г ) 

сгдержят такие или худшие решения задачи I. 

Локазательство . I. Из Н следует, что /,(*,*8.]А*/ Г .&І 1 М . 
Вычитая иэ этого ме-жвенстня неравенство ^8,Л*ІІ,Л , получим 
ЦЯ'Ц* . 8, Из Р получас» №-№<ЦІ,-Ѵ<«- ■ Нанятая 
%В,А 1^8,1* . МЯТОМ {ДО»^ІЛ , что я требовалось доказать. 

[тля кчожестоо Р покрывает множество Т<*'іГ (илі 
я) ■ ЗМй . Т о2,г 

1. 




Здесь 8,/1,т,и)~ заданное по.тынтеграііыіоо 



Отбросим часть связей (Ь.ІІ жм&.і) в/ . Тогда 
і расширения [5] следует- оіенки снизу: Г(я)»/ДО » 
1<ж,*)*І(в,Ч . глеіи 1(0, - абссллтние мянямаля 




(3.3). (3.4) ие ! 
от (разовых координат . можно выделить не только множества АГ , Р 
но ■ мжожество И . а именно справедлива 

таоожма 3.4 . Пусть Г» в , ковш *Ш свободны, правые части 
уравнений (Э.Э), (Э.4І ияяясят только И »,* , Т.е.! 
.»»♦,.,« я решена задача І»І . Тогдаі I) множество М'{і,*- 

В,'\*8\"і, оодвіяя? вбсолстнув минималь вадачи І( 2) мно- 

жество 4,"4* Ісч.кТ} °РЛ*Р™" такие или лучшие реаеняяі 

3) множество Р'(1,ч: ДОЧгчі содержит такие или худшие решения 
залечи I. 

доказательство для множеств А^Я полносты) совпадает с дока- 
зательством теоремы 3.2. Утверждение относительно множества М 
следует из разрывности и(Ч и зависимости правых честен только 
от и . 




Пусть имеется {певческая система 3 , протесе : 
которой расчленен на т вигов (этапов). На ккждом І-П 
в нашем распоряжении имеется управление Ц , поганством кото- 
рого мы переводам систему из допустимого состояния 5;., . достиг- 
нутого в результате (і-і) -го «ага, в новое допустимое состояние 
& , причем 4*Д^,,Ч). Этот переход стеспен некоторыми связя- 
ми. Качество процесса опеижваетсч '[ункципнялом ѴіГмХ Ц&^Ц). 

Построим обобщенны!! Іумк-іпонпл й,' . где У*'І»,, 

і» ,4 , я тогда вместо зодлчк условного минимума ;*'КГ мож- 
но рассмагрявать вадачу безу.лоанпго мгнимуѵа <*і\ . Веля свя- 
, эя отсутствует или таковы, что перебор Ц на каждом шаг» улоояо 
> делать с учетом связей, то в силу*' О на допустимы* 
получ»»м (ункт-иональное уравнение Е» пмзна (6] 



В случае [Э.Г<) *. . соответсгиух-іі-е отормленні ѵ уравнения» 
в оставшихся уравненгііх ^-асслтр/гиштг к-ік управления. 
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задачу об асОолвтиом минимуме 

где 

\т ^ ш ** 

быть ааммутои я і 

жЩ.нК) почти всвду «дов.і«іюрявт сиотемв *т не- 





1-го 



хГг) . «0 

(множество й ) • 
_|| наятя такую перу •** «I иіі) , *У*,/ , на 
которых функционал / 12. Ш принимает наиыеншее 



цш па рстему (3.13) условна интегрируемости. 
Нетрудно подсчитать, что число раіныі уравнений (3.14) 



, т.е. скг, ,,\(т-ітк. Пая простотч будем по- 
ункцик у' в (Я. 14) содержат И . что вти и мо- 
■э (3.14$. В)ип число независимых уравнении 



быть*' ^ЯД-Іутл. 
лагать, что *ге іункции 
гут сыть веідены из 
(3.14) меньше % . 

Введем в рассмотрение «і-мериув Ідшшм ѴМ^ѴІѴЬ-іЧП. 
компоненты которое И',») ^'Л непре; *нн и . л . оврерывяие 
частные ^СІрШіЦ почте всолу на Т . ііачоиом згу функции хппак- 
II. Введем так».' ц ітагрируемѵ ■ и*ГИфі .мм-лкхі 

а -функцнгмщ : . ,-цм 

где к - вн»ин«я Перми* к МИряШеТЯ $ ; Л"- дешшт пс 
«ярхност» 5 . ГуЯХПікпші ДО* *і врецстаови ■ мил , 



Чаг* .-"і пш» 1 - СІ И . 
И 
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Теорема 3.5. Пусть и(і}і V . Для того чтобы пара 

«ДО. *«■ быт абсолютно» милимальв функционала (3.12). доста- 
точно*' сѵшеотвоввяяя ы. -функционала (3.15) такого, что 

" 8 "мГ» инцйпМ. (3.19) 

Ход рассуждении здесь идентичен {2] *7 , но я отлячяе от 
[2] теорема 3.5 содержит условяя интегрируемости. 

Веля Щй/Ч 00 . то оценка снизу функционала (3.12). 
ісля оуществукт функции (С, ) я хотя бы одна пара ІК), в/г) . 
удовлетворявшая (3.17) , то любая другая пара, удовлетворявшая 
(3.17), есть миилмель функционала (3.12) я лвбая допустимая ми- 
нимяль ііункционала (3.12) удовлетворяет п. 1,2 (3.17) (следст- 
вие замечания 3 $1) . Иночество, содержащее также или лучшие 
резіемия, чем Л, 2 , будет 

ЛЧи«> «М"Ч«Л.>кЧ I на Р'*Ѵ 
Пусть %Ц,г,ь) , ЩШ,*> непрерывны я дафферешіяруемы . Возь- 
мем Г в виде . Обозначим 

н-ь «4«^-</и«Мй ?«.*.*). 

Ісгда п. I (3.17) теоремы 3.4 можно переписать: Ніі)'МіН , „ 
необходимое условие мкниѵуча (условие отаписнарност»)",' вытчка#>- 
яее из п. 2 (3.17) . дает 

5* ■ Метод обо втио". д еж ег^чежкя 
А. Из предыдущего л-рпгрнчЗ-н елгдует, чте, -шля мнааждь 
какого-либо 'Ітяиіиокяль пу ,ѵіп.ѵ~тямом июяи-твв. тѵм тип» 
опрвделянмув информацию Щ Я ЦЦц -«плача 1 и да».- реігить огиу 
из задач а, б. я, г }І . 

Известно, что Мыш гм Іфяма -а*..-.' (*/ іі(Д» на Х*»ля 
'"'•4, -.»* «* " • »••• аы..-ми«;ае іиЯн ЯГія для .'ялаяного іунж- 
ійоноли, гешается с болщии у/умМ или во.яЗае не имеет удовлет- 
«ор»пв-!ч^х реяиишпі Одиаш:. есля функционал зыряжее не огожа- 
.•яиаті, п р. »«няе для тячого произвольного •іункцяояа.іа ваПтя 
.[«сто. О »том нет ничего удивительного . 3 математике давно 
вести-. . многяе обратные заздчя я отличие от прямш ровп- 
г.-я бИ «обого трудя. ІТрямером -о»ет лцт > -.а-й.» .^ысяеи"»-: 
ітрМІ а; «брішческого урви.еняя. Дм оСзіеіт. случая арі ШГ 




она решается с трудам » в* решении не вырвжаатоя чара» 
Вслі ва корна вадаян, то поответствувиее ам алгвогаическов урав- 
нена, находится пря.помоши простых действий, 
нжаа налагается метод, поааоляивнй лоотроитв | 
торого ижотврий допуотимый элемент вы вы і 
на дону огамом і 

мать задачу, обратную исходной (находить на мвнамалъ для заданно- 
го фуншвоиала. а как 
иа поле кинжмі іей). то втот метод нааван ивдцеда] &ШвЯ Шг 
стаиовм . Метод излагается для дьух случаев і задач теорвя экст- 
ремумов функций конечного чиода переменных (о. Б) М> 

Б, Раосмотрим оончкув аадачу теории 
неоиолъкях перемеяных 

••4м , іМ т * - »*"• • т * л (4.і) 

Преобрав/еа ее.ЬыбараиДГ компоиевтх • буден вааыаагь и 
_ц.Пуот» дік овредехенноота ато верви* * воашваав» ввв- 
і X . Оотаааваая * т-ч иоипован» Ж овоеяачии ^іі, ^Лог- 

да залечу (4.1) можно переписаты 

- Ц*,*)-0 і і«а ,»*">. (4.21 
где а -т -мерный вектор, жіХ | И - » -мерный вектор, иі V 

Зададимся Язлее простим і 
абсолютную минчмаль на Х г Ѵ . 

.М./Ѵ 




р./*..: 




Недостаток этого способе и том, что некоторые из 
ВВП . 

Предіюло«вм, что связи ^/*,м)яО а (4.3) могут і 
ісены относительно х : 

*<•*.!*) , (4.6, 
а х{Х для т»«1/. Зададимся достаточно простим функционалом 



. подстпввм 11 него (4.6) в найдем ^ГДОкдД), я . а по 
(4.6) * . Это решение аналогично (4.3) -(4.5) моя», использовать 



для нахождения множеств Й,*т ,Р , причпм пересечения эти* мно- 
жеств с допустимым уже не пуг.ы. Можно мять 3,(*,*.«) , тогда 
■•ВПІ я зависимость И , N , Р от а можно использовать для 
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I 

изменения "размеров" этих множеств. Очевидна оценка *» ч>1 ырЦ(Щ«Н№4І 

В. В п. 2 {3 рассматривалась задача оптимизации, описывав- 
мая обшшоввниымн дифференциальными уравнениями: 

/-^ЧМ.«;Л , зі..Ці.:и), (.«,-,« , «ГіѴ. (4.7, 
Бмло лоашзано, что если задаться некоторой Годней ѴЦ*) в 
найти минимум выражений: ДО в на («,,!,, и І«Ѵ>7 , то ц^. 
ч,м вво минималь задачи I , либо оценку снизу. 

Поставим взд й чу иначе: ныіти функционал, который соответ- 
ствует данной функции +(1.*) и минималь этого функционала на 
допустимом множестве*' . 

Теорема 4.1. Функционал, соответствующий функции У(і,*) , 
определяется выражением 

а соответствующая ему допустимая минималь уравнениями: 

*і-1М*(*'*-к*Я, (.и-.», (4.9, 

гд» й*й(і,ч\„*,) находится из (4.6). 

ІШтштц. Составим выражение В (см. (Э.П)) для 
задачи (4.7) и проварим условия (3.8) теоремы З.ІІ 

(4.10, 

ечевшшо. что (4.10, тождественно равно нуд» пр. У» Ѵ$Ц| в св- 

и чі 4 І •начеиил *М , подлвдв.оя иа 

К.9) при і, , л п. 8 (3.8) исчезает в вое у0 довн (З.вІ 
теоремы 3.1 будут виладв.ыи. Теор.м. доиазала. 

^ШШШ- Вой , ,о *С<) . получаема. „ ,4.101 

дают вод. «н»«л.| для граненого уодо»и„ Ш. Г .В ,астио«;. 
иогдв ионии кривой *(<•; „ (4,9; оодваиншт с аадаишши 
нами значениями, то эта кривая - маииаадц аадача I. ■"Р"*' ~ 



у"» 0 ,»,* 6 Т""'" 1 " е ,ада " а - 0на находвтся по данной «ункцни 




(4.9). Добиться выполнения гра- 
мотно следующим приемом. Задаемся 
ѴЦа.с) . где С- я -мерная иоистанта. Подставляем Г(*.*,с) в 
(4.9) и подвираем с 
ничяын условиям иа правом конце. 

Полученный Функционал может выть і 
множеств N . Р теоремы 3.3 : 

где і,.М«д,й(<,»,т-..<В,а *М задана. Если найти 

то получим езде и оценку снизу.' 

Отметим, что задание Ѵ(ия) определило нам не просто фуях- 

иому условию Л-УІ«С 

Замечание . Можно задаться ѵ) . Тогда 8,1*.*, у}. 

Если можно подоврать такие . что в,Г'»*.Г* в //'.*/и краевые 

условия выполнены, то - оптимальный синтез задачи 1. 

Г. Попутно покажем, хах можно найти функционал для заданно- 
го синтеза управления к'и(іл) . 

Приравняем заданное и(',я) управлении, найденному іэ 
(4.6), получай уравнение в частных производных 

ни.*,**,,*,). (4.ш 

Подставляя его решение *({/с) и заданное и(*,к) в (4.8) , на- 
ходим тот функционал, которому оно соответствует. Воли В^ т ІЛ і я ), 
то вто синтез задачи I для граничного условия ^ ■ 7* . 

Возможен и другой подход. Задаемся ММ/ГСД Ѵ.Т(*,*-м). Под- 
ставляем их ж (4.6) . Тогда В, •8,(<»-с, у). За счет у можно по- 
пытаться добиться тождества .а за счет выбора с мана- 
мвавровать функционал 1 . 

Пример 4.1 . Пусть дана задача аналитического констружрова- 
аия регулятора Г-Д^й, 

Лі-ауъ+и , о*і*ѵ, (4ЛЗ ) 

Зададим И-С,Яі , где ^ - постоянная. 
Будем искать у в виде квадратично! формы Г-А^х.^ с 

V . т.е. 



Приравнивая коэффициенты при одинаковых а^л,- слева * справа), об- 
лучаем систему ПІІіѴ линейных неоднородных уравнений с таким 
»е числом неизвестных Ац . Предполагая, что рпоеделитель »то» 
системы А*0 . находим Аіі . Подставляя в (4.12) и ин- 

тегрируя, находим: /- <Г(0. С) или с учетом (4.14) 1*-Г(а„.П 
Отыскав минимум вто го выражения*», получим оптимальный синтез. 
Вели - тТХ') - положительно определенная форма, то на фак- 
тически устойчив. 



В данном параграфе будет показано, как метод совмещения 
экстремумов, рассмотренный в §2 гл. [, можно распространить на 
задачи теории функций конечного числа переменных (п. 1) а зада- 
чи, описываемые обыкновенными дифференциальными уравнениями. 

А) Снова рассмотрим задачу теории экстремумов функции конеч 

НШ 1-Ш , {.*•,">«• (б.і) 

Построим функционал 

:(*>*) ->Ш*м*-<)***у (5.2) 

•Здесь есть «I -Функционал; С -Л -мерная постоянная. 

русловая 

находим Ч1&С).0. Из условия 

Ф(»,с)-іирГрОж.С) + *,(т)] ' (5.4) 

находим Ъ№с).0 . Реоая сЖтно с (5.1) систему (уравне- 
ния совмещения ) : 

Ъ(а*с)-0, Ц(*»е)-0, (5.5, 
получаем абсолютную мянкмаль задачи I . Добавка и 6* с) подбара 
ется таи, чтобы задачи (5.3), (5.4) решались проие. 

Пусть, например. «Ц-М, , .функции Ш\ 

'•<Ц-,Л непрерывны и дифференцируемы, функции Же) <р(а с) 
имеют единственный минимум и максимум соответственно при 'любом 
С . Тоглп для определения минимали получаем систему (Лп+іт) 
уравнений с таким же числом неизвестных Л т а°> с А I- 
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Эту систему можно упростить, если взить вектор • раэмерног- 
ти (я-т) і при помоши последнего уравнения в |5.6) исключить 
Х т . 3 результате получим систему (г*"*) уравнении: 

с Ц*>т) неизвестными я.і.І.С 

Это же замечание относится и к систеѵе (5.5), (5.1), кото- 
рая в этом случае принимает вин: 

ч>,(я,с)-о, шм;«0, /(х).о. 

Пример 5.1 . !Ы»ти минимум в задаче 

/-/*,' * »/ <Ы + С л, » / , я л ,л,.0 

Возьмем ■ . -Л/ - 2а} - м, 4 і х , * с,», , Топи 



Откуда 




(5.7) 



Точно также 

<**і*4*««4«»Ч <і. о, 

^-М^ • (5.8) 
Приравниваем и получаем уравнение''/ 

і'*Лі4*тО или (І*і)(і'-і»3)*0, 

где «Мсі . Это уравнение имеет единственный действительный 
корень !•-/ , т.е. С,*2 . Поэтому по (5.7) получаем^»/ 

Ѣ) Рассмотрим задачу, описываемую обыкновенными дифферен- 
циальными уравнениями 

Полагаем УІ^огГ ■ составляем Фикцию 

А -А №Г* - И* р>Г 

где !(!>-« -мерная функция. Она может иметь конечное число раэгы- 
8ов 1-го рода. 



Уравнения совпали между собой. Поэтому записано только одно. 



Из условия И^Я, и (5.9^ находим 
т ѵ • , .д"»^/ , ' и состаал 



Из условия ;у 9, и (5.9) находим 

Учитывая уравнения совмвшенил *<",«'* , получаем 

окончательно: 

Ч***>, Г-Н? , Г-иТ, аъ*г*№Ъѵ№.іі 

Это система (і««і) уравнений о №»Н) неизвестными а.рЧр»» 

Последнее урввнеиие в (Б. 12) 
іосавк. , 

і ■ 




Теорема 6.1 . Пуст» амеетоя всму опрел елея ная на Т»<$' , 
ограниченная снизу, вусочао-двффереиц и ру ш ма я в- купочао-ваврарнэ- 
ная фуакаиі *«,«) о разрыве», 1-го рою аая фтядавя Т^ІЫ 
так а ее производим на конечном числе многообраза* ♦У*»,*», #»<Д . »■{ 
нулевой мера. Эта Функция «ахая, что существуй! 

э)^в-0, *(і),й(і)Ю. 

Тогда 4,0 (получе 
» I. 

аиса ОД 

У . таи и ее 

Иі п. 1-3 




'2' ЕЫѵ/*ѴЕ 

' і я X правых (из в) 7 превращается в Фувждвонач 
I е " *Хл*' • Тогда а результате применения следствия 4 §1 в 
салу и; 4 условия утверждение теоремы становится очевидным. 



В частности, аслг разрывы только во I а (а фижсвроі 
-3 -:^*--Г^« ДібИі 



■ если *(*,*) непрерывна, то в силу Ц "» условие 2 всег- 
да выполнено, а п. 3 заменяется на ц^Я . Таким образом, 
теоремд 3.1 верна и для кусочно-мкІФаренцируемоК непрерывно» 
«/(«,*,) (см. 3.8 гл. П). можно показать, что она верив и 
цш вспду определенных и интегрируемых ^(І.КЧ) , яме шли 
конечное число разрывов 1-го рода на многообразиях меры нуль 
в 7*0*1/ . Она без труда обобщается на случай, когда допус 
тімых і, й не существует ( но существует нинимязнруидая 
последовательность, схоляаіняан к минимуму). 

Замечание . Условие 3 теоречы 6.1 иногда оказывается трудно 
выполнимым. В этом случае п. 2-3 теорем; можно заменить условием 

которое следует проверить дня каждой точки (. , $.Ц, .... «-І 

В теореме 3.1 гл. II минимум Л, 0 вдут на допустимых мно- 
жествах соответственно Я я 1/< С . Наиболее распростра- 
иенным метолом определения допустимых множеатв является выделе- 
иве их из другого более вщрокого множества, на котором функаио- 
нал определен; орй помощи равенств или нерввенотв. Но тогда н.чйти 
минимум можно методом « и р -чгункпноналов. 

в) Пусть допустимое множество Я выделено ігри помоаш ра- 

$і(*ІЛ)-0 % і-Ц...,Ыіп. (7Л) 

Тогда задачу іі^А можно вменить задачей 

Здесь й - известные функции.» I -мерный неопределенный в..ктор, 
В частности, можно взять уе,-л, . 

б) Допустимое множество С» С выделено при помощи равенств 
Ч«,и,х).о . і«аЦ„.,«Ѵі\ (7з) 

Пусть и» (7.3) можно на'ти I компонент вектора ы *. Тогда 
залечу дЦЦ вожио заменить эадиче» 

где ^А, иівестнвя «ункііии. ш I -мер.,.,!! неопреде істшан вектор- 



. В частности, можно взять >, 

множество 6 внделено 

ъ«,»)-о , і.и,...,(<*. <'.б) 

Продифференцируем (7.5; полным оЯраяом по ^ и 



Если среди уравнений (7.5) есть уравнения, не содер 
К, то дифференцируем их еше раз и т.д.. пока не получим систему, 
в которой все I уравнений содержат и . Пусть I иомповент 
и «окно найти из это» системы (1*Т). 

Тогда задеча (7.5) сводима и залечен п. я.о, і которых (7.6) 
•о» (7.3), • (7.5) ■ все травления (7.6), іе содержежле и . есть 
(7.1). 

2. Огімя«ченмя типа непавенств 
а) Допустимое множество К выделено при помсяи иерввенств: 

Іі(я,,а,)л0, і-1,г,...,і. 
Тогда согласно теореме 1.4 гл. I валачу Ь4А заменяем ва- 
I (7.2) при дополнительных условна: 

" Тг«.*,«ДТ, і-і.і, -л ѵГ П0 Т.вГ 

юе они содержат и . Тогда задачу Мб «вменяем 
(7.4) при условиях: *** 

Л;*-0, А>С . (по I - не гумма). (7.9) 

' ].^(і, а ,и)Л, і;./ ( Л*,и;,«./л..,п, 

II -скаляЬ, а допустимое множество V огроиичеяо не- 

(7.9) на допустимых и : Цй-ІМХі - * 4 *) * позтому имеем 

стоит одно яз услови» принципа максимума, 
в) Допустимое множество О выделено дяффрреяпируемымя .іе- 

щ*ио, і»а,...,€. (7.Ю) 

Диффереицируя (7.10) полным обрезом по / , получим яера- 
П%Ж.М)Ш ^І я0< (7.11) 



* • и 




тва, не содержащие и , то д»)фе|*н 
еще раз и т.д., пона іе получим риотему, в которое во: 
і содержат и . Обозначим и» ЩЩлЮЛвг <, 
ва (7.Ю) и<7.ІГ). не содержанка Ц , обозначим 
ФНі.*>лО, /-/7, (7.12) 
Воспольэуе»™ теоремоЯ 6.1, где за возможные рварыаы і)унк- 
«1 Ш*) вовьмем уногооОраэия Ф>(і,,*)-0 с ограничением 
(7.13). Кроме того, ■ процессе /видения по ограничении ,.е."ству- 
и н неравенства %лй . Поэтому (э.7) гл. П мыно «писать н 
виде 

при дополнительных условиях, следухгих из теоремы 1,4 гл. I: 
|Ф -0 \*0 , Ъ&>0 1і>0 („о ] - „е сумма) (ѵ.н, 

Здесь индексы - минус и пллс - обозначай 
и справа от точки входа не ограничения. 

Пуоть для простоты в>|»< . т .„. „„„тся ид „ 
ние. Из необходимых условий минимума первого слагаемого в 
ратных оковках в (7,13) следует, что на миннмали 

Ъ'%*і4ш,-о , і.ц . іП . (7.і5) 

" 9 "•овхолхваи условии минимума по (и получаем 



Аналогично умножая (7.15) на // и сил—. 



юложительиа. Повтор V* -*).<>' ^ ™ Р °Е *°« 

" онть тольио в точках в иотооых .„ ♦ »Л? ' "'^ ' 

О --тся гиперпоо, хіГГраніГия ' ' " ~ 
Если мять У.,,*,, ).Л (0 7-У*"' ... . 

необходим,, усЛия мил имл м. „ " Я, " ТЬ Н '*<Ы, . 



выражений ■ (7.11), дадут систему для рас-,е-іа икстремали меаху 
точками входа и схода с ограничениями: 

і.-ЫіЛМ), Ъш-ІЬ,*Л4*', іирН, (7.17) 

а условия (7.15) позволят рассчитать значения и/ при входе ■ 

сходе: 

[і.-»і<і]'-[і,-Ѵііі]"--І , и Г-*'-»41ц,1»(Л^1, (7. 18) 

Алгоритм расчета состоит в следухцем. Задаемся Я;(і<) и 
интегрируем уравнения (7.17), пока не «вступит равенство $(і,а)*й 
Далее по (7.ІВ) находим у' и \ . Если )»0 , то па (7.17; 
определяем А . Если Ха>0 , то идем по ограничени». При )*0 
или. А* О условия входа ва ограничение не выполнены и надо под- 
бирать , до тех пор, пока они не будут выполнены. Сход 3 
с ограничения возможен в любоП момент, пока І»0 . Момент оха- 
ла подбирается так, чтобы удовлетворить заданные граничные ус- 
ловия на правом конне. Движение по ограничении воэмокно до тех- 
пор, поиа А»0 или пока система (7.17) совместна. 

Пример 7.^. Реаить задачу 

Ли^Кретіируя ограничение ф«Ці-*40 , найдем . возь- 

мем У. Г« . Тогда , 

; 7«М |\ іШ-х) ♦ | (|а*«|«*- цц-кц- ЩА . 

Необходимые условия минимума уравнения (7.17) 

і-и, у тХ , ишу.А, кі/шО, \»0. • (7.ао) 
Рассмотри- область х>й$ . Здесь, ароб.. говоря, иФО 
поэтому Л.0 . Итак.і-м, *.«, и.» . Рмвя ев „„„.,, 

гг.в С,, С, - іюстояннме интегрирования. Так как х®.{ . тоС-С,./ , 
Условия вюм на ограашчение: 

т в "! Л " и " вн . слевв - в справа И'. О . „олучам -/ГгЛ^ 

• • »-», у ..у Таким овраіом, чтобы войта на ограничение, 
ммо в момент Х«,).Лі ГЮ жо«^ ть (аДЦ так ГЛ/.аТ 

где і, - момент ихола. Так хян аг.к . ' 

, ^ ' 1 * іин как ■•»• , то вто равносильно 

іч/ ща в »7.<;і|, І1чхр „„ м еі іі . Ъ.-иО-фшШ.сЛр-ф.' 



Из и 1*0 следует, что можно взять любое 

Ч'(1,)*0 . Так как на ограничении ишО , то и,по- 
КЯ ЧЦкО . величина А*0 я движение по ограничению возможно. 
Нн ограничен»» X • V и от (7.20) имеем У-/г»« «я. учитывал 
«р.альяое условие , найдем, что на ограничении 

Эта Функция растет, но пря у((і)-<0 некоторое время она 
отрицательна. Будем сходить с ограничения при *(*)-0 . т.е. ре- 
гулировать момент схода », подбором "*(*,> . При сходе получим 
|-м. (7.К)). 

Подставляя сода й-0 . Ц*-Ѵ . получим, что^ V "(*.)• 0. 

«Т С I 



х.и, і.х, и-у, ѵ(Ь)шО, х(і,)мО,$ 
Так іаі і>0 . Ѵ(і.)шО . то при і>і, Ѵ(і)>0, и(()>0 « 
ос(1)>Ц5. т.е. траеггврия будет удаляться. Она также описывает- 
ся уравнениями (7.21) . в которых і, , С,, С, находятся из гра- 
ничных условии х(4)- 1 . »«,)•<) . *<і>«. Вид траектории 
изображен на рис. 2.3. 

г) Допустимое множество]) 
х . х(і) выделено неравенствами 

Составим функционал 3*1* р . 
Рис 2 3 Интегрируя первый член в (7.22) по час- 

™ " * тям, получим Э-Д+^5сИ . № пришли 

А) Пусть имеется множества произвольной природы X і У с 



чисел ЛГ-/1Ш, ,Ы). Каждому сОС соответствует допустимое 

ство У(«; прямого произведения Х»Ѵ . т.е.ѴМ-ХМѴѵЧ*) 
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Преддолс хим , что задан оператор, определенны! на прямом 
произведении А*Х*1/ и при каждом *< К отобрііжалщии посл^ 
нее на множество XI** I) . а именно* 

Хі(**о-4'[г.*(г>,и(')] <.а 

14*І»)ММ>].0 , ЛшіА .р42«. (8 .2) 
Элемент * называют состоянием системы, или фазовым сос- 
тоянием, а і/ - управлением. Первый отличаетоя от второго 
там, что входи'. | уравнения (в.І) пре разных л . Элемент 
и.{и(*)) . *СК шэивавт юдусіцяг п)вцнди К м, если ФЛѴМ, 

' ж5птстим^Г^Пвым Т с^?оГи«ы 0 {ЪЛ) ХМ€Х() *€ІГ 0 ' шиш 
допустимых л . и обозначим '<? . 

Качество состояния оценивается функционалом 

где у'(«і«,и) - функция, определенная на К'Х»1> • Требуется 
на множестве допуотимых ж, и найти пару ох* и* , дахщую 

оуиествует. ' " Ф 

Б) Зададим Ы -функционал в виде 

гд'е Ѵ\ш,к) - функции, определенные *й К«Х . А»- Функции, 
определенные на ХЙ/-ХМ. а 
іункционал ••/♦■ представ»» в виде Э-Л'%&* 

Л СМ, Щ А (:»■ ч) -ГЫ /С».«. рЩ . Г(*.щ). (ѳ. у 

Тогда из следствия I §1 гл. П в иг екает: 
Ш а г УД 8е1' ДИ того, чтобы пара Л,і вит абсолютно» минималі. 
Функционала (Ѳ.З) на допустимом множестве 4 . достаточно сущест- 
• іадвеяжя л -Функционала в 18. «) талого, что . 
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Этот результат | і гомогенного процесса (/і - 
от ступени к ступеииі получен ъ[2), а теоремой 8.1 
гетерогенного процесса. 

Ксли окажется, что І,Н0 . то ' есть 
(8.3) М О 

И втоѵ случае множество, содегпнщее абсолютную | 
есть пересечение множества Щ щ ) * У( к ) , гле 

Тоо, содержащее заведомо лучшие решения, чем данное, 
чение «тожеств 'Щ*} и Ѵ(") , где 

Как (8.7) . так я (8.9) следуют из определении множеств М 
ш Ы , (8.3) . 

""^метуточтГзнпчений Л " 

Пусть в задаче §3, описываемо* обыкновенными Д»м ерекциаль- 
нымж уравнениями, функционал зависит от значении, принимаемых 
в промежуточной точке I, + • а именно 

Составим обобаеннни функционал как сумму двух Функционалов 



Отсюда видно 
ляются условия: 



шю, что вместо условия 2 ГЗ.8) теоремы 3.1 

И 

* г%ы - га,,*.)] , іп/ь шо. 



ЯО. Замечание оО вквивалентности разни Лоры ваі 

А) В «3 0 * 
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При теоретическом анализе ради упрояъ.чя ИМ ,.д 0 к мы часто 
полагали, что в (3.1) Р*0 или^"0 . Покалит, что вто не ограни- 
чивает оояности наших рассуждения. Пусть 1'Г%1*лл)4і . Дифферен- 
цируя а то выраяеняе по переменному веіхнему пределу и вводя но- 
вую переменную і„, »/» , придем к задаче 

І'Х„&), 4г«<А, *-.«-/» . (Ю. 3) 

$| Пуоть І-Г(*іЛ), дифференцируя это выражение по * , 
л затем ивтегшіруи , получим функционал 

• (10.4) 

Аналогично (10.1) ПВО провгатить в (10.4) и в (10.3). 

Н) Предположим, что (10. I) и (10.2) завасят от постоян- 
ных С. , которые также надо выОрать оптимальными. Обозначим 
с.-Лщ.. и добавим к (3.2) уравнения Ля4»'0 . Мы свели 
задачу с параметрами к обычно» задаче. 

'Однако практически удойнее решать задачу (10.1), (10.2) 
гри Іиксиров.чнных параметрах, а затем менять их (например, по 
методу градиентного спуска) так, чтобы ^няіионал (3.1) убивал. 

Г) Задачу с /, зависящими явно от і модно свести к задаче 
е./і.ие зависящим явно от і , если полагать 1-я*ч и к (10. 1) 
добавить уравнение Ян*і »,/ . 

Ц) Покажем, как задачу с подвижным 1\ пли і г привести к 
задаче с фжисировпнным интервалом интегрирования. Зведем новую 
переменную интегрирования (»с"Г . Тогда задача (ЮЛ) , (10.2) 
с переменным і, или І й превратится в задачу с фиксировавши 
интервалом ДО ^ а)/х > 



I. Теорема 3.1 и известны е метода сеаения 
оптимизации, описываемые обыкновенными , 

Из теоремы Э.І мокно получить условия, совпадающие е иэаест- 
алгоритмами решения задач оптимального управления, как: 
принцип максимума Л. С. Понтрягина [і], уравнение Беллмана [б], 
•■"сснческое вариационное исчисление [7], 

Потребуем дополнительно, чтобы ), У имели непрерывные 
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Тогда &*-Н-^*; , иаобходдвюе уоловил ышвіума В по х , иы- 
твпше із а. I (З.в) теоремы 3.1 (условия отшиояарноста) , 

таковы -/»-*!».■ "0. і-и (2^ 

Кроне того, ю п. I (3.8) швеи 

У слоям (2), (3) совместно с (Э.З^ совпадает с ооотаетотвуі 
0) ТПППППИИ ГІІІМИМ Пусты,! а . Зададінсл всем к,. О 

ІІ^і^ттІ^,:!^^ " ' <3 ' 9 ' * 3 ' П °" 

Краевым угле чек для вето является 4 -ІІПІІ . в 



те 

ехтории . 

Из п. I, 2 теоре- 

ілечь условия относительного • 

у"™ 




относительного минимума, совпадажѵ- 
аариаииовного исчиоленжя (7). 



ДИ» и - открытая область, *(«), 1^0 вепрерЬвжи. 
«а. Возьмем фаДОМ) . И» (3) следует, что в точке шашіут^ 



ям (2). (4) совпадацт с обычными уравнениями 3 

I (?]>г, п. I. Ив [З] также следует 

Это совпадает о '^!»^ ^^ ' <6) 
-а [7], {2. пЛТ" 



<» 



достаточные условия совпадения ртлели» "ч« РТгТ 



в 
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Ив (3) можно получить условие, севпшахщее и условием 
В самом деле, если В вло^а»;. согласно (3), тс 



Ьояьмем У в виде ГаДММЬ . Принимая во внимание (I). не- 
равенство (7) можно переписать в виде 

Зд-оь и - любые, в- « - значения, соответствушие іп^В . 

Тогда 

Здесь }і{і,*,6) • Выпишем известную в вариационном исчисле- 
нии Функция Лагранжа 

Р. * /н(і)[*,-М*.*,В)], ІШ 

где роль неопределенных множителей (множителей лагранжа) играет 
р,(1) . Согласно (9) р,- . Использовав (10) и (II). 

где Г-/,*л(Хі-іі) • Неравенство (12) совпадает с гщш 




Иа 

.„адаиее с „ 

ния. Пусть, например, миоиеатво К есть все пространство I, 
Тогда условие стационарности, следующее из п. 2 (3.8) теоремн 
3.1, дает условие, совпал айве с условием траясверсальяоетв: 



Условие, совпадающее с условием НкоОи относительного ми 
мума, можно получить из п. 1,2 (З.в) теоремы Э.І. Пусть для 
простоты концы фиксированы. Вычисляя а"У , получим 



где ІкЦ) < Ги)(*) подчинены уравнениям связи в I 

а», .ілщ «41», і,у-и ..,*, /• -у: 

Легко видеть, что выражение, стоящее справа сод интегралом в 
(14) , совпадает со второй вариацией от Г (3.7) . если ѴЬ/ЦІІШі, 
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•) В работа^] Лтснв С расом^три1а!' задачу*^" ^імпмашц- 
ие функционала: .1 

І(»)-(Ям.»^, (іб, 

где - п-мермыЯ вектор, (іТ, у'СС , у№), эцданы. 

Здесь используются обозначения раооты [3] . Он доказал теоре- 
му (см. теорему I в [з]) , что вектор-и унюдия кинюоиирует 
/Ы . если можно опре' влить л лшрферекцирувмых функция ДѴ*.*) 

ІЛ*.У) таким образом, что при каждом жі&і) ж любых у, и' 
иаТ«0 справедливо неравеиство (см. выраяеіше ІІЭ) в [З]) : 

$?Я«.^(«.,,г)-/^4'/'-^в'Л-^Л^»(7. (16) 

Он же указал, что для существования В' В* достаточно су- 
чествования такой функции ц 

что ,Г 

Подставляя (17) в (Іб( , Получим 

ЯМшЦ-Ък -».)-(/-У.-і.)*о т 

Если обозначить І-І.Й-^Ч,-!. , то (іа) можно пе- 

реписать как достаточное условие абсоллного минимума Кротова 
( [2] » 12) .МЛ! для задачи (15, . ^ ^ 

б) Достаточное условие Кротова лирЯ [2) непосредственно 
следует также из неравенства иоллклна: гля того, чтобы лопуоти- 
мая пара 1, й была абсолютно» мюіиміль» задачи 

1 ±.1(1,*,и) і.и. *Л;-*/,*А>^,(і9) 

достаточно существование тако» лилиерешіпруемоя Іункцііи 

чтобы для любо» пары * и и лкЮго іе(^ кѵ вло «вето нега-' 

венство ™ 

(см., например, такое неравенство дпл автономно». Эігачи г,„етро 

Ц 0 ™",» Р СТР - 82, вц Р- (8;? »'- Почгвя 1*№»><ГМ, нера- 
венство (20) можно переписать 

Д-ІѴ*Сі.«.и) при ѴІС(і,,і,). (2П 

Іоиоаае ЙІ) есть достіточное условие Кротова /г] .Однако при 

испольяок.нии работы (г] на/о иметь в виду, что окл солмщит 
рид некорг-ктногтег К у. . „нп Г п«..р. (й), 
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Получение из «і -^ункиионц ту ГУЛ?» 'ІПИДЯ* 

.А) Рассмотрим задачу поиска акстремума функция конечного 

Зададимся - чйгнкциокалом в виде 

•<•<*<*'. (2) 

где А - постоянные, в,>0 . Очевидно, что (2) его - 4 -функ- 
ционал, так как на допустимых * он обращается в нуль. Построим 

Э-}.(*)*<чіі. (з) 

Известно, что при определенных условиях ара а;—- ее мкнималь 
обобщенного фуарщиокала стремится к мианмали задачи (I). 

Однако из теоремы 1.4 вытекает и новы! факт: минимум обоѵ 
«енного функционала ( 3) при любом •< является оценкой снизу 
Функционала (О. 

Б; Рассмотрим задачу оптимизации, описываемую обыкновенныма 
дифференциальными уравнениями 

и подробно изложенную Ь §3 п. Е. 

Зададим 4 -функционал в виде 

ГЩ *> 0 , и будем искать минимум функционала 

/ля решения атой задачи можно применить теорему 3.1. ' 
Введем обозначения , ,.,11, 

где V; - новые управления. Тогда обобщенный функционал запишет- 

Иго Ч!Ѵ!!2П2Г т Возьие '' • «г» 

I?). Из условия получаем ((/ открыто): 

или кН^А, (8; 

Далее учитынан (8), находим ' <9) 



Используя обозначения '-амильтонианя Н ш Рі{і~І, . получаем 

І30М. ВИДИМ. ЧТО (12) ДЛЯ фуЯКПИОНаЛН (6) I 

от о сопряженной сиг темп? приникла юояцп, а правые частя 
уравнении' связи (4) отличаются добавкой (ом. (9),). 

Отоюда видно, (см. (9)) , что в случае ограниченности р ; (і) 
« прі а, -• миюмаль Функционала (6) стремятся к итв- 

ннмалн функционала (4). 

Из теоремы 1.4 вытекает также я новы!) результат: 
і(7нішяонала (6) при любом а< ■* является оценкой снизу 
(4). 

3. Построепяе Фтшяіки У путем решено 
в виде 

ЧШ*ВЦМІ* % (і) 

где Ц»»^. 

Здесь в каждом слагаемом все компоненты вектора.! , кроме л:; , 
при интегрировании играют роль параметров. 

Пусть Нц непрерывны я существует. Тогда 

Подставив ' % в (4) приложения I. придем к г~ 



в случае решетя которого найдем все поле оптимальных траекторий. 



4. Обили принцип взаимнос ти в вариационны» 
задачах, описываемых обымнош 
фзревдиальннмк уравнениями 
А) Пусть в (3.4Цж0 а Г'Г(і,.я,,х,). 

мы решили уравнение в частных производных 

с краевым условием т7т,,:х,)г0 . Тогда 





Условия теоремы Э.І сведутся к ; 
ваяжя ЫЖЫ.І. (3) 

Вся теперь задаваться разными Р а Л?' *' . то решая (Зі 
для любого іі а тих 
го минимума для люб 
решение уравнения (I) 
Функционала и 
□временных. 

Б) Пусть по- прежнему в (3.4) /,■() , а х(<<) 
Задддаися функцией УС<,*, ц) , іиачеижлы» ■, нсооль- 

зуя условие м^б на ІЛМ I уравнения (3.3), найдем зваче- 
яжя уИЗ" , Пусть при атом Ж*) ошаалшоь допустимым. 

Гогда обобщенный функционал будет 

требованжя і^І Ч*,,*,) , и) 

Будем задаваться раэшла Г . Бела ожажется, что значе- 
на* ж,,*, ни (4) еоввадут со значениями *&) і (3.3), то 
•то - абсолютная минималь для выбранного функционала, еолн нет , 
то согласно оошану принципу взаимности выражении (4) дает оценку 
снизу джя выбранного функционала или граничных уоловжі. 

Предположи» , что мы задались , иаали 0(0 из іл4 В 

ш оказалось, что они не удовлетворяют уравнениям (3.3). Тогда 
(4* для любого яз функционалов дает только оценку сипу. 

Рассмотрим важный частный случай, «огда Ѵ-ІХщ . В втом 

ользуются обозначения тип. аД),»*, •*>», . т.д. 

Г-*" То. ѵсло» " а,Т1 " 00В " НвТ '' • «••« 

■ -•*«« • П Р" условии, что все остальные и<™п««»— -■ м> 

шиѵ краевую задачу, т.е. подберем такие ВѴ. 

•*„ совпали с веданными, а . | 

поставленную задачу. Тогда вто будет минималь и ю 

пяснала вида-*., ,„ ( П0 ; . „„ условии что 

КМ остальные иоордияаты имеют значения *, ж„ (7л!) в мш. 

І"** ™™ М , ° ИІИД " вн " с то -"ьг дУпостоянно™ 

множителя а (кос система однородная), а потом, 




в атом пункте содержать переменное І, . 

6? 



полагая Л-Чііуш /•вцМі . получим, что условие по л„ у,, 

алн -*и»чі шоопгао, ибо 3 не будет нависать от этих величин. 
Таким образом, когда в (5) йі*0 • то еоответствупвая координа- 
та досткгвіт минимума, а если щ,>0 , то - максимума. Для 
х„ - наоборот. Это же решение будет мшиімальв и для 
Г т ІіІыЗІі, Уа>0 • Вол" конечные значения не 
■нии. то (5) дает оце 



5. Ц рвиенеаие «< -функционала к задач е относительного 
тсловяого минимума в теории Дункан» конечного чясдш 

переменны» 
Пусть требуется найти минимум 

[•?,(*), Ш'О , м,....». оз 

Здесь *- л -мерный вектор (т<п.) , /(!») непрерывные я 
дваядн дифференцируемы. Применим теорему 2.5. Булем искать 
л» -функционал в окрествости точки минимума в виде 

Составим <Г<Л . Вычисляя 1-й дифференциал, получим 

^•І&ьЛкч) Й*ь*1Ы«*ч і *,н *. 

откуда ввиду СІЗ*0 и проиэ-ольяостя Га, в точке относительного 
минимума 5 6 X' следует система 

Я 4І чк а0 ' < т > ы ' { >-> п - (з) 

Из втой системы и (I) находим 5/, Я, . вычисляем 2-й | 
ял в точке ас : 



Заметим, что 




«и 4. . Если нам удастся подобрать их так. чтобы фора (4) стала 
положительно определенной, то 5 есть точка локального минимума. 
С вто* целы) могло, например, найти хотя бы одно решение систем 
іейиых неравенств , вытекаипих из критерия Си/ц,оестрп относите П- 

Лоим^. ВвШ минимум і»**и при условии *'<У , »2 . Сос- 
іяяем систему (3): 1*2яя,ш0, 1*1ч*,.0, >'*у'»2. 

птевда шштт дв? пит экотреууѵя: Л.-і, ѵ-і, а,«| и 

вш 



і-/, »-/, а,. -К . Вычисляем ко»№«Гиввты См в (\): с. •Іа.^іхі,, 

в 1-й точке щттіМІ. (Ь,гШ*-2І,) 0дИ ° " ^ 3 " 
мокяых решений вткх неравенств": ч»*0, Ім*| • Следовательно , 
. точка есть точка минимума. Аналогично можно пожавать, что 

точка (1,1) есть точка максимума. 

, УВРаЛИГИТ" I я І -Дчташіонм 

Используя метод »1 -^іункниовала , найти кваэимииималь сле- 
лугиюжх і^уикиионалов с точностью до Ъ%. 

Указание. Вола І9)*0 , то подбираем я, . мало отличав- 
шееся от* . ио допустпюе тТч)»» . ■ сравниваем №) о ви- 
ней оценкой 

о». Ы> ■*•*« * т0 - 

0тв . $,-1,**4, І-0, 1-0. 
отв. 3-Я* * >0 

5. [•* , 'Ѵ».І 1 -Л«* , .Л'!'і-9, »•»**■< У 1 *!** Ѵ-ітІ, 

отв. 3—МЯі «-И , г-/, *+о. 1(ш).-іо. 

от». Э'Ѣ 9-і,і'', *+о, 1аѵ)**н*и 

Пример решения 

Подберем Ы-А&уЖ*'»^ так. чтсбн минимум №• находился 
просто. Для втого достаточно принять . Тогда ^гэг'-а'У'-у***, 

*"Йі9*Й»і"Иіі» т,е- яашв решение не является допустимым. Следо- 
вательно. 3>1?гі - опенка снизу. Когда Функция Я*'*} меняет- 
ся достаточно плавно, можно попробовать подобрать допустимое ре- 
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Глава 1 




■•■■в, бланков і .1 сравнить «го с оценкоі. Так, ■ нашем 

примере возьмем Ш»4 , »-і . Тад как ІШ)'0 . то оно допустимое. 
Ш-10>Н*/л . Из неравенства вХ/т»«4аГелвдувт. что , 
«южно принять аа явазимииималь. 

і 

Ііі8ва»м | гдаи 11 

1. 1.С. Понтряган. В.Г. Болтянский, Р.В. 
І96І. 

2. 8. #. Кротов. Решение вариационных 
условии абсолютного минимума. "Ав 
1962, * 12, 1963. » 5, 1964, П. 

3. ^кол» Мфшхо, Сі/геті •му/ігігліі удгт /с* тічтв вк»Ыіо 
йГІ иГГ»ті тікітяяи йИі яѴм*У! "II ^ѵіі Мщт.СІ. 

5н, «к, с м^і /*/, «с /> 

4. А. А. Болоккнн. Иетоі реления оптимальных аадач. В об. "Сложит 
системы управления", Киев. "Нвукова Душа", 1965, стр. 34-67. 

5. А. А. Болонккн. Принцип расширения в условие Нхоби варанционно- 
го исчисления. Доклады АН УССР, 1964. »7. 

6. Р. Беллман. Динамическое программирование. Изд. иностр. лит. 
1960. 



7. Г.А. 




по вариаиионному нечисленно. Изд. 



иностр. 



Теорема существования оптимального управлении 
»енения и необходимые условия 
к особых режимов. *урнал вычиолитслі.- 
— .ичрско! ' кэики , 1967. 
9. А.Д. Исчіфв. Докл. АН СССР, 1966. [«, в 2 . 




. 1. Обдай случая. Основные теоремы . Опенки. 

Алгоритмы 5. Ь'. 5' 

А) Прололиии рвас'аотрекае шіа, офораудароіавяоі я |І 
' ■ п. ІІ ■• А вадав фуіквяоіиі I (х) . ищут яииииуи его яа до- 
' пуотиаоа оошяоаести X Ь X . 

Иетод «і -функционал неудобен тем, что он оставляет откры- 
тым вопрос о подборе «чЗД такого, чтобы . Рассматриваемый 
ниже подход лает атгсрнтѵ, в значительно* мере лишенный итого 
недостатка. ^ 

Тео рема 1.1 . Пусть: I) +(х,ч).0 только на X приѴуО*. 
■ Ы(Х'І) таково, что для *х€Х^Х* найдется цС У , при кото- 
I ^ом Я*)»*(»,у>Я1-1>^в«у. 3) Существует пара і,$ . удовлетворяв- 
I условию «* ^ р ^ ^ 

4) у) *]&, в) на У . Тогда: I) і принадлежит X* 2) І 
■лявтея абсолютно", мкнкѵалью задачи I; іП/ГС*) , Зс^ХТ 

Доказательство . I. Пусть *і X' . Из теоремы 1.4 гл. II 
имеем і/МСЧшт . Так кяя это неравенство справедливо при лю- 
бом уеУ , тоМН-урпІитж Л*,*)* 7(Э.^«Лна V . Во по 
противоречит п. 2 условия теоремы. Следовательно, Ж.Х* . 2. И» 
і<ГХ*и ВІ (*.9). 0 следует , что Л*,УѴ»«ѴІА:А х(Х* , т.е.*.*. 
Теорема доказана*'. 

При выполнена условии теоремы І.і точка і,ѵ 



точкоі функционала К*,*)* 



т.е. 



(1.2) 



■'О 



9/ Заметим , что Х*,ѵ)*3(Я,3) 

представляет самостоятельное условие, наследующее из (1.1 
Из (1.1) вытекает 'ме<Ш(*-Ѵ)'Ѵ<РС*М,і] ■ Отсюда видно, что 

С ТПтіиПГМ ИТ] V Т Ий плі ігаѵл ■гѵ^паиили .4 а и о по аии. *,>>-><* г, 



(здесь і,9 фиксировало) 
пвие, не следующее из (1.1). 
. Ч)'1и1>С*С*1,1] . Отсюда видно, что 

стпремум ипут нѳ при фиксированном # , а на подѵыокестве 
ж, у , связанных условием 5 * 4іЯ . Поэтому не- 
ІТІтѣ^----*----- 3 -*-' V •™ ГЙ * ятм » (І.І), сі 



Где 

пас ям>* 
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ДЩЯШ 2 - Из бедствия I вытекает при ві 
ЬМИИШДИ МЮТ Ь Иэ э гсло| " ,я тв °Р еки М "*«" : 

ЭКЮ ВЛ1 . Зафиксируем (ь| . Тогди М ІІЛ)Щ9>~ЬЮіІ} 
т.е. Л'.в)*Х*.|). Отсюда вытекает (1.2). 

І МКНИР Пусть І,І - седловая точка функционала 3(*.у) 
и КГ* . Тогдв 4 - абсолютная мин шаль задачи I. 

Доказаіельст с ИИНДИ I ■ Из определения седловой точки 
(1.2) вше. ты(Л ѵ)лт) ^ (л і)АІ(іі) ^ хѴ ^ 

На X* ёшО при Ѵы.<*ЧГ . Поэтому на X* из (1.20 следует: 
* ІЫ) .что и требовалось доказать. 

2. Если і,( - оедловая точка относительно некоторой свое* 
окрестности ■ КІ' , то і - относительная ИИ— задачи I. 

3, Пусть имеется л -функционал к элемент Ц(Х' такие, что 
' . Тогда любое элемент х,ІХ* и удовлетворя- 



ьтимЫь Функционала К*) на X* к любая аба 

функционала іМ иа X* при соответствующем выборе 
удовлетворяет условии (І.гѴ 

Ив .,«*". (І.Г) следует: ОД-Ы'М'Мг,). 
Обретно: пуо»ь «, - абсолютная нияимыь ІЫ на А ЛЬ *«*по- 

ІІЯМИ Ц (о существовали - -функционала, удовлетворяюве- 
гс теореме І.І). 



Пусть **€Х* существует. Тогда:!) существует такое *(»,») , 



»л>. - - — <*Ч« 

ІИИМШМИІ (метол построения). I. Зададим *С*.Ч) так. 
чтобы **ГШ Г при «г* У . Зафиксируем некоторое . Тогда 

на Г тЫ*Ж, .«о *• - мяиимель задачи I на ІГ . На 
«-А ' *(».») произвольна и ее всегда можно выбрать так что 
ЯМ)*»}» . Кроме того, в силу вашего построения. ЭДіМЭД 
ибо і в«|в1И|||е|, Итак, построенная нами добавка ли) ля»- 
Л*1.)«**.ѴМ***; на ЛІ.ЦГ . А ото есть определение 
ловоі точки. 2. Из п. I вы текает»^ п. 2. Теорема доказана. 
V ТЕ Маг Кинси. Внешние . те.ркл игр. Іизмвтги-.. (960, С** 25. 
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И ИИИИИ < ■ Аналогично можно построить *(*.ѵ) . удовлет 
воь*«і»иГ Условию 3(?:і)*ЭЫѴ'Э(х.Ѵ вр« Мм»*»».»). 

Д ИЯИШ 5 . Из доказательства теоремы 1.2 ясно, что число 
* -функционалов, удовлетворяют** теореме 1 Л .бесконечно. 

Т^рг» Т-З . Пусть -(*,>)-=0 только на X приѴу*» . Тогда 
' (1.1) дает опенку снизу Ііх) на X . 

Доказательство . 3(і.Ч)' ШМѴА*Я при»у«У . 



!мрХ*.,Нт . что и требовалось доказать. 
' Замечание 6 . Теоремы 1.2-1.4 гл. II вытекают как частный слу 
чай из теорем І.І-І.З. если зафиксировать у . 

Из теоремы І.І вытекает алгоритм 5 іметоі: каксжмивв). Чтооы 
найти X* , надо решить задачу (І.І). 
Реимть задачу моіно различно: 

а) Алгоритм Ь І Взяв одновременно и ?ир . получим сис 

тему 

Ы,(і.9)'0 , <А,С*Л)-0 (1.8) 
(уравнения маисиминя*/) , решив которую и получим точки Я, | . 

б) Алгоритм 5* . Берем вначале іл}Э , находим 

«О, (*,»> 0 (1.4) 
и ЭАЫМЗЬЧЛ. ь затем и 



6),(!<)»0. (1.4*» 



Ііазоьем их уравнениями ЦДДЦМ 



корив (І«4Т) и изьЧ«0 (1.4) иціодик мняижшь і . 

I ) Еудем искать (І.І) при дополнительном условии ф(х,Ѵ)-0. 
ІІшпиіяк випчалг іаЯК») *»2СУК Выбег-ем" теперь и таким 
образом, чтобы *'0 . т. я. *(&11).*)ш0 . Обозначим ату пару лг, # у, . 
ГОГЛа гребоьанве іѵ.рЗ(ІСі».\і) будет выполнено. В счмі,м деде, из, 
теории» 1.3 гл. II имеем іп*Л*.Ѵ)< П на У . т.е. 3(3(ѵ).уІ4Ца'). 
= К*"*)- Т »к км Уі пркнадпешт и •Ллнсг* определения оч>,и». а 
*«-;гШ , т.. 3(*1*)-урХ*С*і), т.о. требование урЗ(*(*).*) 
нИМЯМИ) автоватич ч ки. 1 .ікнм обркяом . п..дучаим 

.■ЧГОРЦТМ ^ імотод умрвт.го ѵ.іксимина; 
Чт..пс игі"ти *• , падг (тмить систему 

«•яде , *г*,ѵ>«л, ил) 

і - МШ.ИМ.ЧЛІ МЛОЧЛ <яг[1(а)-м(*.ѵ')] . 

№|ИМ1 урввинниа (І.ву^МВТ 'ч.г і, і< і. неиеном (.и.! Урмніш 
пи» НА} пі« втсяи щтмуі мни 

_«(*,ѵ).(7, «*«,ѵ).і). ,1.?) 

*' IV. ЧЯ» ГОВОР», Г.ТП ЯР.-ЮРИПР Т[«1ННРЧИН. 



На яо вен их і 

одного и уравнений исклвчить 1 . прщдеи 




ЬІ,М-0 • (!.«•) 
, то - к уравнению 

І),(Л)»0. (І.В') 
Первое і! шш назовем травиекиеи условного макожиина относи- 
тельно вспом огательного неизвестного, а второе - гвтті* 14- 
лоьиого максямииа относительно основного н еизвестного. 

Формально метод условного ыаконмина совпалает с алгоритмом 4 
гл. П. 

Пример І.І . Найти минимум /-^Хі 1 */*/ прш условии а,*ж,И. 
Решение (алгоритм 5): верам *-ц»,.а,-г: , 3 - ^г/^.*/. ѵ/г, /*, : : 

То обстоятельство, что Л,І - седловал точка Функционала 
открывает определенные возможности для реаенвя задача (І.І). 
Например, когда X, У - конечномерные пространства ■ Л*ЬУ^ непре- 
рывна в дифференцируема на Х'У , можно применить уравнения гра- 
диентного метода для иыожденжя оедловой точки: і«-7 ж Л»,«), 

гдв ововначагт градиенты, вычисленные по соот- 

ветствутгаим переменным. 

В) ООосѴжим теорему І.І на случая, когда оптимального а" наХ* 
пе существует. Пусть суиеотвует последовательность (ас,} , а,ЕХ 
такая, что 1Ы-т . Такая последовательность называется минлми- 
эируицей. 

Теорема 1.4. Пусть: I) Л(г.Ѵ)шО только на Х"»У ; 2) Лйг.ѵ) 
таково, что для МІХ-Х ). найдется цСЧ , при котором %хѵ)>т; 
3) существует последовательность , такая, что 0(*,,ч,)-»і/„ 

•фШМ* 4)Хг,.№Ь.1)«а У . «ачиная с некоторого . 
Тогда !(Я,)~Г* • 

.•.снаяатёльство. Возможны два случая: I ) Начиная с некоторого 
Г* 5, . і,€Х". Тогда в силу п. 1 для 1 ». і, , имеем Зш[ не X* 



* в силу п. 3 Х*)-1(Х,)~т . 2) В последовательности {*,! при 
«О» угодно больших 1 встречается члены Х\ Пусть ЪтЗСь.Ч,)**, 
т.-. «т7Г**.Ѵ,).т.*,где С - некоторое число. 1+0 . Из п. 1.3 



• ■ 
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■ілт (теорема 1.3), т.е. . Іи« ияв «ФО , 

В силу п. 4 ММіи,ЩркЩ&**. * это противоречит п. 2 



то Ат 

усло- 




■ —И— 

Пусть на X задан функционал ІМ , ограниченный снизу. 
Допустимое множество X"» Ф выделено при помощи функционалов 

Возьмем > -функционал в виде (по (/ - оумма) 

^^-КІХ.ѴЩх)*^») *>/*), <*•?> 
где Ліл,ы) , оЦИ.ы) - некоторые функция лг,у, ы€і" причем 
Л С* ч)*-0 • Построим оОобаениыЯ функционал 

Теорема 1.6. (толовиа И— мл ѣ АрШиШ)' 
Предположим: •) Ц|б»,ѵ)»0, 1,<*,у)таково , что для *« (Х-**) наждется 
и«У , при котором 3(я.)і)»гк . Найдем * ив условия 

Пусть: і) Х*,\І)лХ*Л) на У; в) р(Л,9).0 I г)*,в существует. 
Тогда: I) « принадлежит X* | 2) Я,і является самовоі точкой 

• т. 

Доказательства . I. Предположим противное: ЛщМ\ Ив теоре- 
мы 1 .10 гл. I имеем ^Л^У.'аш . Так как зто неравенство спра- 
ведливо при »»« У , то ЯВД«МфЙМ и ДОккде.Йила У . 
Но »то противоречит условии теоремы - на Х-К' сущеотнует у* Г , 



в, чтоЛ в 'У)>т. Следовательно, ЛЛХ' 

2. Ив (1.9) при любом фиксированном у следует ЩІ!*Л*9). 
мваяп. умовня^^по^а™ 

а вто и есть определение седловой точки. 

3. Так как а-О , то из (1.5): ШЫЖ'рМ). На Х\а.,у>в 
Следовательно. МЫ» на X*. Так как І<Х\ те * - абсолгт- 

нал мкнииаль задачи I на X* . 

4. Ввиду }.0 ИГ,І)шІ(*]. т . Теорема доказана* 

Здочанме.. П. 3 утверждения теоремы 1.5 для частного случая, 
когял $*) отсутствуют яЦ-щу, можно получить сразу из п. 2 втой 
те-іремь, используя известкуй теорему Куна-Таккера о седловой точ- 
ке: ММ йТ, 9 - с.длпняи точка функции /(■) ♦ У К*) , то * - оп- 
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Опенки 

А) В 53 гл. П была сформулирована типовая задача 
писанная обыкновенными дифференциальными уравнениями 

Значения заданы. «гУ, Р,,У-Т,.«е. Км и в $3 гл. П 2> 
«естно непрерывных, кусочно-ди.икренцируемих яс(4) , V - 
и(*) , которые могут иметь ряэрщщ 1-го рола с и€ V . О - мно- 
жество ішр л(І) Л «V , удовлетворящих (2.1). Качеети.. 
процесса оценивается функаконалс-м 

1-Г(*,,х,)<-1\(і.х.и)<ІІ. (2.;.) 

-аш»«эт*м ЯМОМиапЯ > М1 » и «Ии Я «•«?»,.. н)і>п«ч*Л %<нтИ «! 
Й0|«ЧМ»М««1 «л У •:• у. я. .«.,«..« ч-гхоо, ч^,ѵ, Ч ѵ і,...., 



т ■ ' ЕАі 



СМ] 



Чтя» щц 

Тост; .іьіл ^,*>;г » 

•'1.ЦИОИ.ѴП (Ѵ\г). 



МИ, чю 



(2.Ѵ, 



4] ?&"||Г/4ДО>М9 да К 
ДО яллнетия ».Осулотной мште 



глТ^иГЫ Л? *"** Ѵ *Ч • В «оно* деле, полагая . 
М-.'"-''. ви„„«. что ма 8 „Ж' 
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(см. 51): в условиях т«,:реміі 2.1 точка 1,о явл» 
точкоі Функционала (2.4). 

: I. Вели 1,0іО , то условие Э(і./,ѵ)лЗ(ЛАѴ) 
ибо на О 4*0 .Его можно заменить долее жест- 

2. Если (2.5) заменить условием 

іе^пож піп, тал понимаются локальные минимумы и максимумы, то 

3. ' Условия 2.3 теоремы можно заменить долее жесткими: 

■ бШЗДГ ' *Ш *і.**ш,юг. (2.5 • ) 



4. Простейшая функция Ѵ(**И . 8Т0 Ч>- Ѵі *; 

туп форму: пусть существует функция и хотя бы 1 

допустимая тройка *,9 й . удов іетворяпііая (2.8) (к*» (?, 5*)). 
Тогда лгбая другая тіігИѵч 5.Я-.4Т , удов.>«творяг«тая (г .5) (опт- 
вотствекно (2.ф),ду*ѵ р ,? - »е.?онггяуг жШЮ ИИИІ т < д*_ 
бая допустимая яЯсол' і ■■ •.. мыірѵшці ІЛлаЗП I в;* ГППТІИІ ШіІІІии 
ямОоре мц.і«.ч:тв« У у, тѵю§ ті уеаиіч* до і..а^ 

і>. аіияни м>.іиюйіі.. ■••.« ц,^ И ІИПГІЦХЦЖШ. «• ;..3; 
*авовы: 

Гтеорем* XX гл. Ь н м ■ »». , ,•»--.;. . . ф 9 ■ # т # 
^•^.'■и ^йгІ<иксп]олагі у . 

■О иЧцрМИИ Т. Г дд- г - ... 
-■' --ил " Г , "ѵг *Й»<й 
ЦіДІ ІІ М й.Л'»;ч'.' р • 

/*».»/ (,... ц л Л^алл «л 

Е гч»тои п. 2 (2.5) !. *• і«.\.< *яи одну сцрчку 

/.'*,«) и. $«в , 4+ / га I 

г- опавкп пргоіс в смысле ттсУйятЯ не. аоМжМ ГММ і п ■ 
чем (2.6.1. 

Цяя реаенкя задачи (2.5) можно чсполі-зоваі ь 
■ &!Ш»тн_7 ( метод позора Г(І.я.ѵ) ). Цяящцщ, ч*%»#< 



*' і" 'чг сверху у «С о'яячеет всчр <^икоич. 



ѵѵ 



І.І(І,*,Х) , З.І(І,Ѵ,І) (2.8) 

^^Гявляется следствием Ѵ,С и ЬСі.к*). 
раз задаемся Г"'^ и реваем задачу 

пше із (2. II) МЫ.'М вДІъляем в (2.8). получаем ОД 
ІШ . Если «Шв (Т.е. удовлетворяют (2.1)) ■ 
то полученное решение есть мннвмаль задачи [, если нет, то 

3(І,І,Я) дает оценку снизу Функционалу (2.2). Заметим, что вта 
опенка, вообще говоря, лучше (в смысле Олвже к яг ), так как 
функция у) обладает большей "свободой* (за очет у ), чем 

Б) Цтаитм Ь/ (метод ЙВМЮИТмДЩд подбора У )■ Ь (2. II) 
• "лучае, решал (2. II), "«»«--" 



Б) Алгоритм & {метод пжлб^о 
задаемся Ѵ"Ѵ»,|г.О, »і ІТв этом 



Рассматриваем . 
как новый функционал для системы 

■» * м ■ «»и (г.») 

Задаемся т""«,і; и решаем задачу 

(«/ Га'" - ц* ч - сѵ - и/^ѵг-гГМ":* 2 - 15 ' 

Найденные из (2.15) вставляем в (2.12), ?, # 

йа (2.12) вставляем в (2.8), получееѵ М,й .В итоге, если і.йіЧ, 
а х ( ,*,1 Я , то это мянималь, если - нет, то 3(3,8,9) дает . 
оценку снизу (2.2) на б ■ 

Таким оо разом, действия п. Б можно повторять неограниченное 
число раз. Пря этом г"" следует подбит*™ каждый роз тек, что- , 
бы упростить решение каждоЧ послелуидей эадячя. » 

дуидии, задачи (2.13), (2.14) - релуцировчшга!- ЯЯЖацІ 2-1 [ад- 
дукции и т.д. к 

ВмкШе говоря, уже задача релуктши праве исходно'' задачи 
(2.1), (2.2), так как привив чагтв (2.10) имеіт очень пустой вид. 
Кроме того, число управления «« в эадучироваиноі 1 зчпаче рчвт> 
числу фазозих носріинат. Эт.. мліет и*еть Чшьиюе 
мер, когда реіуиигов.мж-1 ■ и лл рміпсгсі мязѵ-іои 
1 7Я 



программирования, так называемая алеме. тарная опнрвция уп роняет- 
ся и количество вычислений резко сокращается. 

В) Иногда о целью упрощения вычисление, удобно считать і(І) 
постоянной. В втом случае теорема 2.2 принимает вид 

теоремы 2.2 1 . Пусть Щм,(\ ( С - константа) - непрерывная 
■•мая функция . Справедлива оценка снизу 

' иі). (2.16) 



2.1 . Найти оценку снизу в 



ИспользуА теорему 2.2'. Полагаем Ѵ»Мг . Тогда 
отыскиваем $шрЗ> X* (з г *,) - СЦ,-і,).0 , • »••• 

Цусть я^в.і,-^'! . Тогда 1(г.и)^л( . Бея , то /<*.*>*. 
Сденка сннау совпадает со значением на кривой х*иѣО . Следова- 
тельно, ато кривая есть абсолютная мин имел*. Если , то 
І(а,и)+0.і • Возьмем кривую . Она удовлетворяет «адал- 
ким граничным условиям. Значение функционала на ней равно; 
Ы«.Й*Л*0|;-4*М . ято весьма близко к ижяей 
кривую *»-* мокно принять в качестве і 

2. Методы поотрое 



Рассмотрим ряд метопов построения поля оптимальных траекто- 
рий. Эти методы сводятся к нахождению решения уравнений а ' 



(2.7) ■ (2.ІІ), получим 

Р Ш О.- - іТі-ЧГ)^ - ЧРГМГ < 2 - га > 

Предположим, что в (2.18) В"°шШ) - некоторой Фунлгии» * . 
ШшО , 0Т0Р< " ^ост< " п,яо, • В ч*"" 0 "»- считать, что 

Возможны следуилие варианты: 

а) Пусть»'" р;шно* И^аг,«) - известной ^унипии. удовлет- 
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п. I условия теоремы 2.1, а 
бы она удовлетворяла уравнению в чжстныі арок 

пр. ЦШ» ■ фрН&Ф-Ір^ЧРт* (2.21) 

" ф[* Я &**) - «КГ- VI - И». (2.20') 
«0. (2.21*) 
Тогда асе требования теоремы 2.1 будут выполнены, в тон числе ■ 
условие іырЗ , ибо в этом случав 3 в салу (2.20), (2.21) 
перестает зависеть от У . Найденная тикам способом Ѵ (ѵ (*,ѵ} пол- 
носты) решает задачу а 

б) Найдем какое-нибудь решение уравнения в частных произьод- 
нш (2.20) при краевом условаі (2.21), рассматривая его как урав- 
нение с двумя неизвестными ііункниямж Г^іЛ Ѵ) и . Тогда 
все требования теоремы 2.1 будут выполнены. Найденные таким спо- 
собом полностью решают задачу 4 ■ мы получаем опти- 
мальные траектории как основной, так и редуцированной задача. 

Если сделать редукцию дважды (см. п. В), то пілучвм следуе- 
ма уравнение в частных произ водных: 

■ ■ Ск - «,") • ■ иП- к-Ѵ, у,-}. И) 

при краевом услоняи 

М |»у [і*НГ< %*) * » •* } « С. (2.23) 

И вообве. если сделать редукпию я рвя, то получим ([ЯНН 
в частных производных 

при к/' ■< условии 

***}-« (2.2Ь, 
ЙЯМИ . Пмигэн и ;;:.».) Г«,»Ц Г(м) » віми,.,.. 
•"'(«.«) тп», чті*іі он.. у во і л идил)гмип урщМ'мм» ■ ЧНСГН'м ,К«М 

іірі «|.|.>и..м и вами 

ИИЧНРІТппр м . 
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мы как частный случай получили уравнение Р. _ 

Предлагаемые уравнения редупироваиной задачи по сравнении 

естаами: 
(2.22). (2.24) 




возможности метода. 

2) Уравнение (2.20) вообще говоря, проще уравнений Бел М 
на, так как слагаемое Ѵ^"ц по сравнении со слагаемым ѴцііОли) 
имеет более простой вид. 

3) Уравнение (2.20) может быть задано многими способами 
(в зависимости от выбора *""(і,*,и) ), что может быть полезно, 
так как позволит выбирать более простой для решения вид. 

Пример 2,?. Пусть задача описывается уравнениями 

^эьмей Ѵ м .* л .* | и 1 и редуцируем задачу 
откуда 

Й-Ч . №>ѴІ. ** 

(2.20) для этого туикшюнала таково"'' 

сткуда следует. что ^ ^ 

Исключня І,,Ѵ, при помет этих равенств. получаем окончнтеліне 
уравнение в частных производных редуиироааннос задачи 

Уравнение Веллмана поело исключение и длч дьнипі" ■аммии 
, *°*?' чч»<Ш Ч »« С"в» адчРТ с урйвнегиР. (8.2Я), 2| име, ;1 



«ля системы 



«/ с» 

пафГПЛ ичпек- у у в,,, 11( ,ѵготн опут.'и. 



I 



Я. '•■ГТГЛ" нах ождения отд ельных мянималей. .Детола 

^ мпг^^^»тел1,но'° сноьиого неизвестного) 
Пуот» перешли к редуцированно" задаче (1-я редукция) с 

Пргамм к зто." задаче теорему 3.1 гл. П. Зададимся «уикпией 

в виде Ѵ"-р,(Шу, . где оу,-»-» 1 . . *огда из условия 

В'"-* і р[в"и*ѵ)-рѵ<-р*п}.п/і-н , ''-Мк) <г ' 32) 

чтения ^2.33). (2.31) совместно о краевая условием" 



найти вкстремаль редуцированной задачи"*'', а по ней 



Вря п..моти (2.8) уіе без всяких интеграции восстанавливается 
■рамп, подозрительна* на экстремум исходно!' задачи. 

■■•«ети». что редуцированная задаче (2.30). (2.31) обычно 
чрсяе МЖ>ЧМІ задачи, так как: I) правые части в уравнениях 
(Г. 31) просты, 2) правне части в уравнениях (2.33) Д-в», 1,8 
■ЯВМЯТ «т л ,3) вообще говоря, в силу (2.31) упрощаются заи»- 
сяносп штешит (птН'". 

ВЫЯ 2, И ИЗ (2.8). удоялетворяют_(2.І). то ато - абсолют- 
ная чинямаль задачи I, если нет, то Э&9> дает оценку снизу 
'■укхаионйлу (2.2) на допустимом множестве. Вероятность того, что 
»,й«0 здесь значительно выше, чем в метоле •«*>' -функционала 
(см. 53 гл. С), ибо (2.2) на л", 0е" О вавышается , насколько только 
позволяет |милВРН , в оценке снизу в силу тех же при- 

чин в йолнииистве случаев дучяе. чем е методе * -Функционала 

Редупировшінуп задачу (2.30). (2.31) мокло решить и при пб- 
можи классического вариационного исчисления, ."ля этого удобно И 



1 а, -Л т (у,М>('в">(ШЫ*. 



' Прт зточ прпгогит^я рекчть криечую за/ачу. 
Мы говорим огі акстремачи, так гак порите уі«ъиеиие в (2.33) 



сбегпечгепет ТОЛЬКО иіП'1пенив ииоОхлдиисго угяпннп стацио- 
нарности ^ѵімі:і"'!інпя по у . 
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Эйлера для втой задачи я.."ииутси так: 
Условие Вейерштрасса: 

Угловые условия: 

Простейшая *орма. в которой можяо брать Г" . »то 

г""- К*., < 2 -*" 
( или Г**»** . где в*-*,-.*, ). а такие Ѵ"'ш Л Ш Ѵі (или 
г"».*»)** ■ где а»,- И, -Л ). 
Пгжмер 2.3 . Пусть 

І.)аіиЫІ , агДО.І - , *СѴ-м* < 2 -«> 

йозьмем Г*-М -'Тогда в -ИГ, Ѣ^І^В, в,- -фт»,^п( 
В. -«-«.Л Я-#І4ИйМ РбДУЦИРОьаяная зай,. ( 4> т т р(і)у): 

Из ШІ Пшіт Ю следует я.-ѵ,*.-и,-е . из ДА^. 
|»Н!*гяЩ*иММ яЮ-аМ.-х.вШ.-хйМ . Подставив их 
3 е.- у«,е . найдем . Подставив его у в исходную вадач\ 

і окончательно: Д.у--/, §■•< 



Припер 2.4 . Решим пример 2.2 опособами данного пункта: 

• и$Я&*ФЧН1, *,.х м *и, *.-а»ЧД^ ияі«яяпШІіа.«) 

Вовыйи У^а,»,^ Из 

іив вое ато в (2.43). получим 

ачив у, " Ц | у, • V, , получим следуппую редуциро- 
ванную задачу 

я\»кх, Уі«Ѵ,. ' и. 47) 

Возьмем Г".п(Щ*1>,Ыъ и составим еОООиичяяй №и*М 
нал для рвдуцигѵи, «пюв задач* 7 * Л™ *}2в л сІі - 

у, я, А< 0 .,, д ч і. 

4*3 



из іирЬ*' полутаѳм свстецу уравнений оптвмали редупдро- 
з адачв: 

, *'*'^«, ѵ " гй ' ! ''" л " 0 ' й,|, - |< -л*^Ѵ-*-л- а<2 " 4в) 



Из ічс 



Ащ\ % -('.^,-^)\ Г 0, (в,-Л*Г.)|,-0, (2.49) 

татегрвруя (2.46) при краевых условиях (2.49), находим у,(0, 
Ѵі(0 . Подставляя кх в (2.44), получаем* (уже вез вятвграцай) 



как экстремаль исходной задач». Если 
т.е. совместно с (2.42), то это - абсолютная 
мвнвмаль всходноП задач». Проверить это без всяквх внтеграпвй 
можно путем подстановка в (2.42) либо сдедутяшм образом. Продиі}- 
ференцвруем первые два уравнения (2.44) а «сидячим *,,»,,*,,», 
при помоща (2.42), (2.44). Получим уравнения совместности: 

И -У, , ІІ-»т*і*,. (2.50) 
Пусть »,«),»,«) удовлетворяет этим уравнениям. Тнк раж 
они получены из (2.42). (2.44), то следовательно, у,,*, удов- 
летворяют и (2.42), (2.44). 

Рассмотрим метод условного махсимииа в задачах оптимизации, 

онаг.ынчлмн" рЛыинопенннми дИ"М*р»чпияи.п"ми ■ . .• пинми. 

Пу«-ть поведение системы описнвяетгв пг%-пряииему упнтѵиѵцчт 
(Я-Т) о Ітякпионалом ;?,.?.). Предпотжим, ч+о ѵѵ члммась иегч- 
і">ро? і|уни(яоЯ Г , С<,*,у) , зависите" от П -норного векгора и 
и из условие 



9*Ь»,*.Ѵ.й), \.(*Л*,$*0, уч.ѵ,,Ъ,*.**ѵ ..:•.-) 

Сметам, что в силу (2.ІІ) парное из над линейно «Нами 
."^льий і , а второе не содержат $ . С\ метим іакхе, чгс нра. 
- ч на них п;.е..стаелявт оектсриое [аИадціц - парное рсаМеваД». 
Г» п , птороа - < , в третье - 2й. 

ИнЯдем из І^І.іі&цІтв управлени- 
ем ^Гг,»,*;. «.«в) 

■ОДаНа* тл ;:-ч уравнлии» в (і. 52) * при помоет 1-ГО 
;.-гг?»ітя в ( З.вв) п разреши подученной цл-нение ИівдвіІНЦІ 
ал в , ааааап (2..Ѵ!) записать еще в таком еилі: 



Ь4 



I. 

Подставам (2.53) в первое выражение (Д.ЁЭІ) а и (2.1), получам 

, ±тф*,и(*,».*)] (2.54) 
Потребуем теперь, чтобы *.х . т.е. * обязательно было допуств- 

• мым. Тогда условие Лт / Ч, С»;-/. Ѵ««0 будет выполнено. Но в 

_ 4 это» случае согласно вл/оѴгму 6 и условие »^ ^ автоматически 

• лудет выполнено. Таким образом, 

Й'ЮЛ,Ѵ) &•*(*,*.») (2.54") 
« .«удут предотавлять собоП уравнения условного макевмвна ( общий 
ѵ случал) для задач оптимизации, описцваемых обыкновенными диффе- 
ренциальными уравнениями. 

Решая краевую задачу для (2.54") при краевых условиях (2.52) 
$ (»».*•, *і.*і)«в, мы наЦеем абсолютную микималь. 

Замичание. Если 1-е уравнение в (2.54 1 ) не зависит от х , 
го оно монет быть проиятеграровапо отдельно от 2-го уравнение 
е (2.М). Переход к ] 
следующим образом. 



Подставляем на»н>о» общее у^у&у,) , Г» «.«А). 

ал теі паруем 



Ш)* Г&ЧілЛ*. алы 

Начальное значение ^ '/ ииоп.'еютоувиее ... ^ю.ным і ршмгиша 
енням ^,,х, , вмбврися из годоын 

ІУІЫ* И***'* ад #ЛА) *ЧѴч С* »} .->.{*> 

Прпмеіі 2.5. Найта синтез и елг^пвей іалеч» тог •;-зеиал ой- 
т"чального регулятора: І*/(Чц V/, "/ х(і)-г,< *. г -о)лХ } аС 

Еерці г.»». 3"Ъ-П*Л^аАа'р ■> ■< •; М> іѴв иод» «ем 
Л"-У-І/.0 . Видим, что это Уіеші шве не зчД'сит оі 1 А . Шіт- 1 - 
. Г -Л* «^. МЦПа »-^а ' .V ее В в м ч ѵ..і-- 
«в* »«« я (8.85) и меі ца ии і , і>ид^а>еаі ІгІ^ГУИ^ГЖё^Ц ■ і и > 
как ЗЯ.ЧЧНИ, то тр-ловпиво "•'іѴІ-т*/) іч-;нчпя»т ' 

• п (2.581 полтчае. і»р(-1: г ,-\ч;) « ' 1,-2*, . 

подставам ^ в Лу,#-« :И,~^Г*. <>итая каждый ѵомент за 
^ .«•лыпЛ 1-0 , находим синтез «•■-& . г, С тема асимптотичес- 
• устойчива г ие_,ом. В '.а*« дол. примем яа Функпн,, Л,..,у„ ом 
. V те"» . Тчи гяк . то Ѵ'Г-рх\ щ Т— 

Щ і чадим, что Г-с/Т, птч' і*0 . -^о а говорит об ус-оИч-щоо- 

Интервснг. отметить, что если решать зт)- л.щачу но чрняпапу 
•""►Т^в. тэ нужно интегрипчыіть екстеч» і'Ѵіігі*гениаальных урав- 
И '-щ порялич (ооаоаную и сонряяе»н<і»). Іі дгішпи «" і.^учее 



. одно уравнение (1-го порядка): у.у-О. 

и» интегрировали только одно > условиях 

Можно показать. «О .то обстоятельство пр. 
встречается . в ^^^^^^^ 
системы порьдка 2п осиовно и сопря. > ^ . 

■интоза можно обоИись интегрированием ™= * ^ 

1/..«*)В самом деле, зная у.у(і,у,) . подставим его в «:.-о>. 

У, при по-одк (2.56,. Получки 
й -«Насчитан здесь каждый момент за начальны* . 

гм.мпшроваиноГ эасаче может окнзатьен полезен. 

Ьсли в в'"Я*,1Г.^ Ува« ся ■«*"»"•• * • 10 ™ СТаВЛ " л 
И. «Л к.) и (2.5Л. ИЫЩШІ Й-^&ИЛ . а подставляя « в 
[2.і" ПО*1ЧЯ»" »і та», чтобы кривая -л» удов.етворяла задан- 
ным условиям ни правом конце. 

ІІШЦИІИ. «о ь отличи* от уравнений Эклере в НИИ» 
ЮМ вакационном исчислении ига уравнена* приникла максимум, 
.рішмвші условного «ксмкив. если ил удалось постыть ММ 
ТрШШт, подозрительно, на зкстрему- (экстремаль), а абсолаг 

нуи минимьль. •ЖИИИИИВИЯ 
Покаяем. какям образом можно получить уравнение условыоп. 
мпкоимиия дня вспомогательного неизвестного и основного неизвест- 
ного. 

а) У|«вііиі*! условного максимниа для вспомогательного 
неизвестного * 

Решиит**^ 1-е уравнение (2.5) относительного * : 

ІІродшМвренЦируе" 12.57 ) полным образом по С и исключим х 
вщ помоаи 2-го уравнении в іі.ЬІ) : 

*(»,*,*)- |»(*.ІЬА*> 
Заметим, что оно линевно относительно у . Исключая из НТВ 
X при помои* ;::.:>7), получим окончательно ГйивжШввІ (векторной) 



То есть еинт«з ял- лхібых граничных условий Ва правом коиі». 
Таким ооішзом, мы |*«шля более обіиуи задачу, чем обычным 
топом. Так Ш 'яитмі г.гніеэ тпиьк» для *«яси|«ііі.іпнпго право 
го кошт. ' 

1Іреіпол:іги«т(.н. чю (ИМИиаТГЯЮМаа "Оіатныі опеііаторн. вам 
^волніі ■ ца вВІ І И ІИ Н г Чічпіипнчіыш.' мнтритш имепт нужииЯ 



I 

Краевые условия для Ѵ (і) находи. заддшшм *М,*М пр. 
помощи 3-Го уравнения в (2.52) и 1-го в (2.54). Раяаем краевуг 
задачу для (2.5В) и по (2.57),. (2.53) уже бе» велик вятеграии* 
находим НО. Ш ■ В силу наша построй»* оио будет допусти-»" 
и гаоыетворгг заданным граничным условиям. Отметим, что уравне- 
ние (2.56) не является уравнением Эклера в классическом синел* 
В отличив от уравнения Эйлера оно определяется 
(вавиент от выбора Г(І.х.ѵ) ). что может бить ис- 
его в более простои форме, и дает яе 



а абсолгггнух мпннмаль. 
Уравнение (2.5Ѳ) можно рассматривать также как уравнение 
совместности задача (2.Э0). (2.31) о исходно* эадаче* (2.1). 
(2.2). Из вывода этого уравнения следует, что если ■ полу- 
ченные по (Д. ЭХ), (2.33). удовлетворят уравнению (2.5В). то 
х(і) , и(і) , восстановленные три помощи (2.В), является лопус- 



б) Уравнение угодного 

Разрешим 2-е уразичние <Я.Ч*) относительно у : 

Псодиійеревтіируем его полным образам по ' я «склічим у №* 
пс^"вненжя (2 Ы) • Ъ&Ь*.*) 

йсклхлая из этого уравчепж* у при ги-мсаи (2.59). получи* 
окончательно ^ . ^ 

Ппм"т»н, что оно тяне»но "-"юсительно і: . Краевые услогяч 
для него находим п Г_го ««?ччвич и (2.57) и 2-го уряряея.я в 
(Г. 54'). Ретая кряевуг закачу лая (2.60), получаем сразу оп'имал» 
ппе геіпен»е СЮ , полстяв'яя которое во 2-е уравнение (2.54), 
пялркпм уС) и, подставляя мг<) п (2.5Э 1 ), определяем й(і) ■ 
Прг'ВП 2.6 . Репим пргмі-р 2.4 методами условного чагеиминп. 
п) Гиеленис ре-мнип к ур»^ненио (2.58) отнопчт"».ѵяо г>смо»і 
гптельннх неиэв'тстнич . 

Ж »ЧЬ*аи ♦ Д»»іѴіЛ іг ' Г,І> 
і и подсіавим в (2.42) 

при помоии (2.6Г). (2.44), полѵчпм очонччг--- 
І?і«2ѵ,*У. -. І **»***». (2.Ы) 

:>то р ів*» ЦДМІІЯГШ (2.5В). Крп»пчв условия по.тѵчич ДЯЛ МІ* И 



Найдем рз (2.14) Х,,Х, 



(2.64) 

Ш . Ш -хМ , Ш * Ш -х.<і.), 

где ,(і,у-/,Л нам иэачстни. 

Интегрируя (2.63) при краевых условиях (2.64), получаем > 
ѴіС*), у,(*) . Вставляя их в (2.44) примера 2.4. находим абсоль/г- 
ную минимг.и х,(і),х,(і) уже Оез всяких интеграпий. При атом 

^ в) Сведение ремения к уравнению (2.60) относительно осношшх 

Подставляем и иэ (2.44) в (2.42) 

і і"*і*г , і*й і І, . X, + ^ » Ѵі (2.66) 

Дифференцируем по г и исключаем у„У,,У„у, при помощи 
(2.65), (2.44). Получаев уравнение условного максимнна относи- 
тельно основных функции 

Краевые условия Ц.Ц для них известны. Интегрируя и. 

находим абсолютную ішиималь. 

5 3 - КТОЛ " а ИШЧІІІІ Дйй метол опенки оааини- 
ИДИ ооыкноценш» [ ШдЯВВдщ 
уравнении 

* 

В данном параграф показано, что мтод максиьтжа может быть 
использован На только в задачах оптимизации, но и как метм оцен- 
ки мехсимальинх стклочеии.1 базовых координат ИДИ некоторой совоку,, 
нети начальных услоыШ. Эта задача имеет большой, -нзчечие для 
теории іц»тоыат«чйокоі'о регулирован».!. 

— """"Г*™ 1 "«' Гановка задачи. Оотщт объект» опи- 
сываете системой ПкЯмаЙ: 

■и-,-*. ііЧ,(я) ' ии гя,і) 

падл найти опенку снизу фикции 

уск»вй, -ѵг./«іт , ма к - Момипм МиМЫиП 

пункции и.2) м пр...псті.»пяот Г.СОбч|0 ТРѴЛН Маииш» 
начальных улови» содап.ігг ѵ„.,„„ Р 
■ № 



В настоящее нреми нет удовлетворит -льиых методов решения 
НО! задачи. Число же технических задач, укладывапдихсм а рамки 
давно* постановки, достаточно велико. Это - и наиОольюее потреб- 
ное отклонение руля высоты или направления самолета, и иаксималь 
ный промах ракеты при неблагоприятном стечении обстоятельств ■ 
многое другое. 

Предоталляет интерес ■ такая иадача: іа ревая уравнении 
(3.1). найти оценку снизу в момент і, отклонения какой-нибудь 
координаты (или всех координат). 

3 рамки данной постановки укладывается и задача получения 
оценки сверху отклонения фазовых координат (или функции (3.2)) 
в момент (, . 

Б) Поставленную задачу можно рассматривать как частный слу- 
чай задачи оптимизации, когда управления отсутствуют і і,»0 . 

метод максимива. Возьмем функцию *(І,х,Ц) 

"Л — /1.Г*%-Г Г (3.2-) 

Из теоремы 2.2 следует оценка саиау 

Г[*М]* М&И * №*4<) (3 - 3) 

Для получения втоЯ опенки Можно применить методы условного мак- 
симнна 52 (уравнения (2.54), (2.58). (2.60)) или уравнения мак- 
симина в частных производных (2.20), (2.21), 

В простейшем случае можно считать у постоянными. Тогда 
для. получения оценки достаточно найти минимум по * , вычислить 
интеграл и найти максимум по у в правой части выражения (3.3). 

Пднеп 3.1 . Поведение объекта описывается системой: 

і,.-х,*^яі , х,**1-х, , е,4і«ѵ (3.4) 

Найти оценку снизу для функции я,и,)*х,[і,) , когда х,(\).х,Ы- 
любые. Зададимся т^иіѴ»»** и будем считать, что у„ у* - постоял- 



нил в I , псЧгучаем 4 = -^ . Следовательно, Шиі « » 
Итак, согласно (3.3) оценка снизу * 




ё 



Найти оценку снизу і сверху возможного отклонения ноординаты 
х,(іі) для произвольных начальных условий іМ,І,(и), » 
произвольного момента і, . 

Задаемся У» ѵ(3*?* */ где у - постоянная. Находим 

Если ы»0 , минимум в по * существует и очевиден: і,»0, і« 
Составим вырачение для А (оценка снизу РшЯ^І^ )! 

Из условия минимума ^ по */(, находим (і> 0) : 

4Ш— Аг№Ф^»<Вк. 



іло вяя максимума Ч по |Г следует: 

іяя /,в в (3.3), находим окончательно 

(3.6) 

теперь опенку для *,(♦,) сверху. Для этого достаточно 
/*»-*Д)и подставить его в выражение для А*Р*Т\ • 
предыдуиему подучим ' 

(3.6) ■ (3.7), я ми ем окончатель но 
з, чіо возмущения для координаты а, 



Отсюда видно, что воэмувення для координаты л,0) с течением 
и В частности, если *.І»0.а_І-0 .то 



щ метода ма ксимнна | исследовали 




й. В 

уравнения возмущенного движения объекта, т.е. ІМтО 

I) 'ЧМ п^ложжтТлъно^делеиа по * приМУі 2 )*(«,•> 0 на Т, 
Уравнения (4.1) можно раооматргаать как частный случай 

эадачі оптимизации, когда управления отсутствуют и функционал 

тождественно ровен нули. Составим выражение В*-*»!»;- 1 !» . 
Теорем» 4.1. Пусть функция У(х,ѵ) непрерывна. 

руема на Х'У и обладает свойствами: а) Т(я,у) 

определена по * при*»* У ; 5) *(«,»■)■ 0 на У . 
Тогда: 

1 ) воли ірУ в - 0 , то невозмущенное 

2) если »|»іл>«.0, причем і«0 и едн 
мушекиое движение устойчиво ассимптотически; 

3) если фырЬ'О, причем 6*0 в 



иевозмуиенное движение неустойчиво 1 

4) если фіурВ-О , причем і-С и 
іние неустойчиво абсолютно 




ЬМЧІІТа-ЧеСТаа- I) Примем за функцию Ляпунова V функцию 
. Эта функция энакоопределенная. Найдем знак ее производ- 
ной Согласно п. I теоремы имеем ЪРМ'Ш^И-П-ЩфМ.О.н.УМьО 
,ка Д . Применял 1-й теорему Ляпунова {Щ отр. 91), получаем 



У(«.»,»0 прихтОив 
* на X при х*0 . 



і дя -5 П Р йВ 5г уп, »°сти ^данного утиарждення положительной рпределе.н- 



нооти от У не 

- 

91 



му 2 ( [г] стр. 100 ) , получаем утверждение п. 2 

3) Аналогично п. I получав* в некоторой окрестности л. О 
ЧЧ*.9>'0 при ЖФ4 П*.9)>0 . Применяя теорему 3 ( [2] . стр.Ш) 



4) Этот ] 

ся теорема в работе [2] иа стр. 115. 



I. Теореме 4.1 может выть применима не на всем 
. 1 г=Х и таком, что » ,і 



ОСХ, и х-0 является ннутреиней точкой в Хі . Тогда она I 
действительна только по отношению к X, .Это позволяет выявлять 
области устойчивости, асимптотической устойчивости . условной ус- 
тойчивости и неустойчивости. Задача мелет ставиться ■ сразу по 
отношении к некоторому множеству Я с X . 

2. Теорема 4.1 будет верна и ■ том случае, если "/(и,») 
отрицательно-определенная функция иа X Ори ѴуСУ . Только аяак 
інріяі надо венде вамеяить знаком ^'^Р ■ ' тч ~ 

кои Дур'?) соответственно. 

Как частный случай ив теоремы 4.1 ват «хает 
следствие . Пусть Ѵ(эі) - непрерывная, дифференцируемая, 
положительно-определенная функция, талая, что Ѵ(0)ш 0 • Тогда: 

1) веля <а/в»0 , то иевовмувеяяое движение устойчиво; 

2) если і'я/8 а 0 *'0 и единственно, то оно устойчиво 
асимптотически; 

3) если і^рв-С , прячем 6*0 в окрестности ятО , то 

4) если Іт0 ■ единственно , то оно неустойчиво аб- 




■/*уятоия Ѵ&г.й.ѴСі.») допускают бі 
дел, так как не зависят явно от і 
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Доказательство . Пред поло ним протяни і . что она существует. 
Тогда, подставив в нее Лі 0 , получим оогласио п. I теоремы 4.1 
9-0 , что противоречит условию теоремы 4.2. Теорема до- 



Б) Обобщим некоторые предыдущие результаты на случай 

Ліш^х) , , (4.2) 

где і&ЩвЛ при X я 0 ^ 

летворявшие условию • 

2) Ѵ(і,*,*) - непрерывная, дифференцируемая функция с непрерыв- 
ными частными производными, удовлетворяющая условию Т(і,О,ц)з0 

при Ѵие У и іьв. 

3) У^е,эт,у) - зиакоопред еденная (положительная) по X на У 
функция. „ 

. 4) При ѴуС У ГУАМ допускает I 




Г(<,(Ц). По усло- 
вию вта фуишня зиаяоопределекиая. Найден знак ее производной. 
Из условия црірЦшО получаем ПІАѴМ на X при І*0 . Приме- 
няя 1-й теорему Ляпунова ( [г] , стр. 91), получаем заключение 
а. I утверждения теоремы. 

2) Аналогично п. I получаем т*(4,х,«>0пря тТЧ,«,|)» я 
для Применяя теорему 3 ( [2* , стр. Ш), видим справедли- 

вость нашего утверждения. 

Для проварки условий с. I теорем 4.1 и 4.3 можно использо- 
вать методы условного махеимина 52 (уравнения (2.54), (2.5В), 
(2.60)), или уравнения максимина в частных производных (2.20), 
(2.21), полагая (,«0, Г'О. 

В) Теорема 4.3 без труда распространяется на случай постоял- 
А именно, если к условиям п. 2 добавить 



(4.3) 



Г) Другой пока Кб совсем нении, но, как правило, успекний 
прием применения метода максимина к исследовали) устойчивости 
состоит в сдедущем. Берется люОая (♦ункцш! Ѵ(1,м) (не обяза- 
тельно знакоопределвииая) и в результате применения метода макси- 
мина надодится и. . При подстановке этой зависимости в 
тЧ'.*.»') Функция V оказыветоя обычно функцией Ляпунова*'. 
Попер 4.1. Пусть уравнения возмущенного движения таковы: 
і, •-»»,.*•- « 4а 4 (іх\ * ІА *2ф, 
Я і я '1х 1 -5х 1 *х і ,іх,(іх',-$х\ *2х\), 

*, - і«. -іХі ♦ ***\ «і л\) 

Исследуем их яа устойчивость. Возьмем V в виде 
Очевидно, что эта функция положительно-определенная , если 

В-2у«,хІ-ЗхІ+2аІХі-ЬхІгіх\ -1*1) 
і рШ*° ш х о ^шЯІшшІ*' сл << ' <) 

гласно теорема 4.1 иевозмуаеякое двоение ДО) I овл^и';^) 
устойчиво асимптотически. 

Д ВШЯВ ІІ і Уравнения воамуцеиного двойная объеита итог 
•*»= х, *р«)х, .т(»*,(*і 

ашж времени. Р 8 * П Р* 

і Войвмлш Г«і№ | *, 1 и>е\ Тогда 

Пусть *(*)»і^>Цт(і)*0 . Тогда і В*0 прЩОш оо- 

гласао теореме 4.3 вевозмущеяяое двоение системы неустойчиво. 

ИЩИ ІіЭ- Возьмем уравнение горизонтального полета самолета 
(ракет) е двигателем постоянной тяги (ЖРЯ. ТРИ): 

/ *і ' 'Ь'-А «.6) 

М -'масса' ™^ Н0СТЬ П0Л,Т *' Ѵ - І*°Г"1- / - Расюд топлива. 

* летательного аппарата. Ь>0,а*0 - постоянные. Составим 
уравнение возмущенного двоения для заданного режима равоты 



С», пример 2.5 в гл. ■ и примеры в « гл. Л. 
М 
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двигателей: - ш 

и.ѵ-ѵ. , .ѵ--&О"-ѵл>,**-0 («.в) 

Здесь V, - скорость невовмувеиного дпкженая,«»0. 

тоічивым по скорости. 

Возьмем Г*»*«М Г, где Ѵ>0 , ьѴ-У-Ѵф . Составим фуккцивв: 

Следовательно, неьоэмуивннов двоение самолета (ракета) по ско- 
рости устойчиво. 

Точно так же можно показать, чч 
ты в атмосфере постоянной плоскости о „ 
ти является устойчивым. Уравнения типа 14.5). (4.6) и функции г 1 , 
в » данном стучав таков-: Д.ІД ЩіГ. е , * ..^ 

о, воли рассмотреть горизонтальный полет самолета с 



а следует, что по скорости движения; устойчиво. 




От евда 



А) I гл. | $3 п. В оформулнрована постановка задачи с распре- 
деленными параметрами, для которой из (І.І) гл. П следовала теоре- 
ма 3.4. 

Возьмем и сформулированной там задаче компоненты, зависящие 
еде и от * : у* т ^іл.і). где К У . Обозначим: № - значения ѵ 
на Г, Т - внутренняя часть множества У. У*.Ѵ- У№> . Тогда из 
І.І гл. ■ вудет следовать 

Пусть суиеотвует непрерывная дифференцируемая *унк- 
'(**>») . удовлетворяпцая условиям: 
I) Для всякой пары «,1/(Г0 найдется .бУ такое, что 7>т. 



з, «юсо. ВбчК.»™ 

4) §т,тлмт,т - гм, 



(5.Г> 



Г) Другой пока Кб совсем нении, но, как правило, успекний 
орівы применения метода максимнна к исследованию устойчияості 
состоит в следуием. Берется люОая (♦ункция У(1,*,«) (не обяза- 
тельно знакоопределениая) и в результате применения метода макси- 
мина находится у-у(і.х) . При подстановке этой зависимости в 
тЧ'.Хы) Функция V оказыветоя обычно функцией Ляпунова*'. 

Попер 4.1. Пусть уравнения возмущенного движения таковы: 

х, . 1а-, -ас, -1х, Лх,{іА *Щ .1 «$). (4>3) 

Исследуем юс яа устойчивость. Возьмем V в вше 
Очевадни, что ета функпия положительно-определенная, если 

В-2у«,хІ-ЗхІ+2аІХі-ЬхІгіх\ -1*1) 
$ рШ*° ш х 0 6 2и»с«.и^мин»« сл << ' <) 

глясяо теореме 4.1 яѳвозмтщеяное движение ДО) я овла^ти" («?4) 
устойчиво асимптотически. 

Д ВШЯВ Ц і Уравнения Возмущенного движения объеита итог 
»« : X, -р(і)Х, **Ѵ*,.т(»*,(*1 4*1), 

*,.«»*, -РП)х,**(і)х.(*і< хі), 

ажи времени. Р*** 0 Р 8 " при г» я Іунк 

і вИИиШ г*«у»,а„и>в. Тогда 

Пусть «С»;» а т(і)>0 . Тогда и 6*0 приА-Сж оо- 

гласао теорем*. 4.3 ««возмущенное движение систему неустойчиво. 

ПаНЯП 4 1 Г}- Возьмем уравнение горизонтального полета самолета 
(ракет) е двигателем постоянной тяги (ЖРЯ. ТРЕ): 

Зим I - ЧГГ* (4.6) 

ѵе .' дальность полета, К - скорость, р - расход топлива. 

са •""■ т «ыюго аппарате. 1>0,а>0 . постояянне. Составим 
уравнение возмущенного движения для заданного режима равоты 



" Вр "" Р 2 - 5 * гл. Ш и пряиерн в « гл. УЕ. 



94 



95 



двигателей: • а . 

и-ѵ-ѵ., іѴ--&(г'-ѵ;> ,»*.о. (4.6) 

Здесь V, - скорость невовмувеиного дпиженвя,«»0. 

тоічявым по скорости. 

Возьмем У-} ЧіѴ, где Ѵ>0 , ьѴ-У-Ѵф . Составим функции в: 

Следовательно, неьоэмущенное движение самолета (ракета) по ско- 
рости устойчиво. 

Точно так же можно показать, Яі 
ты в атмосфере постоянной плоскости о „ 
ти является устойчивым. Уравнения типа 14.5). (4.6) и функции г 1 , 
в » данном стучае таков-: . V, V- - * , * -/1 

іН-ЬѴ, шѴ-МѴ-Ѵ!) , Ь*'0, 

о, воля рассмотреть горизонтальный полет самолета с 



а следует, что по скорости движение устойчиво. 




От евда 



А) I гл. | $3 п. В сформулирована постановка задачи с распре- 
деленными параметрами, для которой из (І.І) гл. П следовала теоре- 
ма 3.4. 

Возьмем в сформу.іироваяноП там задаче компоненты, зависящие 
пае я от у : У. Т%»\|(|. где у€ У . Обозначим: № - значения ѵ 
на Г, Т - внутренняя часть множеств» У. У «V- НУ . Тогда яз 
І.І гл. ■ будет следовать 

Пусть существует непрерывная дифференцируемая *унк- 
'(**>») . удовлетворящая условиям: 
I) Для всякой пары «,1/(Г0 наждется ш(У такое, что 7>т. 



2) Л^^Ш^ММ 

4) ЦіВ).№»Л(іт,Ш т УМ, 
8(*,*(*),»('))л &(*,*<*), і<*)) » У! 



(5.Г> 



Тогда пара і,іій является абсолютной минимальв задача I. 
Б) В гл. П $5 п. Д рассматривалась оптимизация дискретной 
системы. Кслн взять Функцию У как известную іункцию. зависящу» 
еще от перепекши у : V- Г(*.*.ѵ) . где ЦеЧГ . то кэ теоремы 
1.1 гл. и получки 

и такая, что 

1. Для всяко» пару х,и% 0 найдется »«І . пря котором ./»т 

2. Сучествует тройка І.й, 9 . удовлетворяй»* 

3. *(«)€Х. . и(*)СѴ.. ш ( 

Веля'пГГз. 4* условий теорем 5.1 к 5.2 опустить, то (5.1). 
(5.2) дает оценку сакэу соответствуют функционалов наилучших 
среди оеиейотве функций У(іД.ѵ) . 



1. А. А. Ьолонке». Об одном подходе к решению оптимальных задач. 
В сб. 'Ввчаслнтельяал я прикладная математика", іэд. Кжевско- 

го университета, вып. 12, 1970. 

2. Г.Н. Лубоепя. Основы теория устойчивости движения, івд. МП, 



Глава I У 

I НВШТОРЫХ ШѴЖШЬ л 

шлстш. другие чисішше шггоды 

им— мим мм 

К. ррдсывае.ммх раыдц. 



А) Далч функционал и связі: 

1-Ші.чмЫі , і,.}і(%,*,и) , і-а <<«««<,, (І.І) 

где Х$) п -мерная непрерывная жуеочно-дифференцируемая функция . 
*СС, С открыто; и(*и -мерная кусочно-непрерывная функция, ко- 
і число разрывов 1-го рода,и«{/, V мо- 
ленным; ЬА,ЖАК*(Ы заданы, «ушши, 
і к дифференцируемы, 
і Ш составим обобщенный функционал, полагая 

Исключим и из выражения 0 в (1.2) при помощи условия 
в-і^В(ілы.ѵ,і),и€Ѵ (і.з) 




}(*І)*А+/Ъ(<,*,Ѵ.ІІ)М (1.4, 
^ Пусть Л*,»^ - непрерывная ж дифференцируемая функция х , 
и , жмепжая садловую точху (удовлетворяипая условиям теорем* 
2.1 гл. Ш). Зададимся некоторой траекторией Л(і) , удовлетворяю- 
пей заданным граничным условиям с хі б ■ непрерывной'кусочио-джф- 
фаренцируемой функцией , подставам ид в (1.4) и вычислим 
вариацию функционала (1.4) относительно , й(і) : 

с ~ (І . 6) 

ибо в открытой области 8я,«0. а на границе №Ві( . тая как 
граница не зависит ни от* , ни от у . 

Л *-*Л|,**А,!. (1.7) 
Последнее слагаемое МИ иятегралоиГи (1.5) проинтегрируем 

ливш,: (І^-^-^лі. (І>8) 

(І,5)-(І.7) выражение (1.4) запишем в виде 



где 



Ілі\*ІХі\шО , так пак концы л») ігиксированы. а Н-цЛг^ 
Полагаем (по і - на сукна) 

Новня траектория будот такой: 

і И*" * (ІЛЗ) 
Здесь ІгіХ - номер итерации. Ова может бить взята снова в 

качестве новой опорной траектории к т.д. 

Тагао» образом, процедура расчета состоят в задании исходно- 
го приближения Х(*>, ив определении поправок к нему по 
(І.ІІ). (І.ІЗ). Известно, что если шаг Т выбрать достаточно 
малым, то пропесс расчета по і?ормулам (І.ІІ) и (І.ІЗ) приводит 
в седловув точку <!ункпконала (1.4). Отспда следует"', что 

Э(і,Ѵшт*хітлЗ(я,ѵ), (І.І4) 
т.е. точка М,й(<2 является сильной относительной мныимальо 
фувпдионала (І.І) (см.^эамечалие 2 к теореме 2.1. гл. Ш). 

... сет шштшт, ««^^^.^ {Ыв) 

где С| - задаяное число. В результате подучим приближенное ре- 
шение. Степень близости его к допустимому можно опенивать по 
(І.І5). 

Если конец какой-нибудь координаты *(*) свободен, то соглас- 
но (1.8) соотязтствущхи конец кривой принимает значение, 
равное нулю. В »том случав при выСоре начального приближения 
берем . удовлетворяхчее атому граничному условии. Кроме 
того, соответствуюяее конечное значение Ті, полагаем равным Т , 
а соответствующее конечное значение Т, - равным С. Последнее 
требование обеспечивает неподвижность нужноі-о конца ^(і) и под- , 
вижность нужного конца . 

Б) Предложенный метод последовательных приближений по срав- 
нении с методами спуска в пространстве управлений (методами Шат- 
ровского Л. К. [I] , БраЯсона, Келли [2] и пр»ипипом максимума 
Понтрягина Л. С.) обладает следуіщими преимуще». ,*амі : 1. Полностью 



ШГ 



См. Дв, Мах Хинси. Зведсние в теорию игр . і и.чатгиз ,І9«0 .стр.га 

эе 




исчезает краевая аадача, вбо краевые условия всегда выполнены*'. 

2. В результате всегда получаем сильный относительный минимум"*/. 

3. Особые режимы (а следовательно, после соответствуаиего преоб- 
разования и снользяшие режимы) не являются помехой методу мвіси- 

ина (см. пример І.І). 

В) Рекомендуется следущая схема вычисления на ЭВМ при по- 



гоки. впадЭТ ся следупия схема вычислении на ЭВМ при ви- 
ной стандартной подпрограммы: I. Отрезок [і,і т ] делим на т увв- 

ячеек. *,(♦,),*.(<«) совпадает с кривыми условиям. 

2 Находим в одой точке (, значение й.Ц,), *.«..,« „ ус _ 

і"*'.х, • ,»;»•*,(, -,лг ). 

3. Находим яовув траектории по (І.И)-(І.ГЗ). Частные пюиа- 
водные гЦнаходим численно, а *, •в\*^4і, Ь*4ЦАі по таблице 
^•«.(ЫШН.-ШС*,.,)-^,). В последней точке вютиАЛляЫ. 

4уіС«»і)" ІѴі(іт-і) . Вычисляем одновременно /,Г,// ( ' „ , ' 

4. Находим (а пропесее счета) величину * ' ' 



' -■ .і.ів^ величину 

которая характеризует "иевязѴу 1 (расстояние до седловоі точки) 
Первые ,р, просчет, („ерации, можно сделать о паянным Пи 
ченмУ * С *° тШ а * юшх) - ««"чины Т и соответствуйте им зна- 
кая логика: ^**" 0 ' слвл У пв - в * итерации действует та- 

-;.т в м^^оІіе Т м в ^5^Т вГ) 2 ">*К*ЪКСП 
' «слагаем ѴГмі> (запоминаем его) и иіам п. 



шт.!' ^**" ** Ц * (запоминаем его) и им на 
_ | итврецигі , ВДЯИ 



N - число итераций . 

5а\-о2? с а"?ая в ^^,Р т в ГЖ п вт гг м "«» ■ ттт 

для построения гра?«2я' ,исло то,в *- «««точно» 

99 



К(к^м« того, чтобы следить м процессом приближений, полезно пос- 
пр гакдоН. итерация выдявчгь на печать К, . 

Программа должна по желания оператора выдавать достигнутое 
приближение на печать. 

Замечание, ПредлагаевыЯ метол вез труде обобвается на случат 1 
граничений на <?езопые координаты вида ' 
ПівЯ;4 Г,і , і-и • ,П (Ыв) 
( С ограничено и замкнутое). В этом случае, -когда нахо- 
дят за граиіщу, следует полагать нх ровными граничным значениям. 

. Найти минимум функционала 

/=//*Ѵ<, ЛтЫ, ІиІлі,х(о).х(і).{.а.П) 
I выражение В^а^-уи-іи. Из условия іл}& вытека- 
ет и.Цп у , где 

I I , если у » О, 
Н§лЧ*1 в, если у. в. 

Выпи (I И) ' ' вСЛ " '*'" 

іх-х(і-х), н.та-ищ), г»<7,і«і*1. см») 

Возьмем в качестве первого приближения кривые у ( .Д«Н-«Г 
(рис. 4.1 а.б). Подставляя*,, у, в (І.І8), видим. чтоЛ-^на (0,31 
<Гу>0 на [у; 1.5) ■ /,«0 на (1,5; 3]. Если же на 
*і<0 , то на атом участке согласно (І.І8)Ск>0 

участке [О; І,5)ы>0 , то на атом участке 

Аналогично ждя участка (1,5; 3]. Расчеты 

мая последовательность сходится к кривым. 

Полученная минжмаль содержит участок особого 




■ 



Р*сА< 




А) Пусть поведение объекта і 

іі./ ( («,а.и) , „, «Г./»,л/, (2.1) 

глех(<)-П -мерная непрерывная кусочно-дважды-двфференцируемая 
функция, *С0К),<!(0 - ограниченная замкнутая одяоевязиая облаять 
в Е» , ПМ - И граница типа &л*Л Гц \ иЮ-1 -мерная функция - 
непрерывная на Т , кроме конечного числа точек, в которых она 
может терпеть разрывы 1-го рода, я *({/(*) . Множество III*) может 



К*.*) -і\а:иМ. (2.2) 
і(і*,и), ..«/,..,„ определен! 
пируемы иа Т*А* V . 

Ставится задача : найти пару *(*),к(*), 
функционалу (2.2). 

Из теоремы 1.6 гл. П имеем следущее: 
й(*)€Ѵ, то 

«.І,Ъи.,{В(**«)« -Щ (2.3) 



С учетом итого задачу минимизации (2.2) По . и(і) і 
запенить задаче* минимизации только по *(*) , 

Э'Ц«Ф. * §<(*< - ГІ(І*АШ, (2-4) 

ЬфМѢ-М. (г . 5) 

Возьмем некоторую траекторию х(і) , удовлетворяющую задай- 
ним краевым условиям с хСй(і) . Подставим ее в внрахечп (2.4) 
и вычислим вариации ^ относительно : 

П=Пвъ1*;'Вл,К№. (2.6) 
йгтегрируя член иЦМ по частям и учитывая, что ко или 
ХѴ) фгасироваяы. т.е. Лі;(и)'(*,(*,И>. найдем 

*Н (Ьг ъЦЦ>* А Л -/.^-оі« ( -УІ;>Уг,(г.7, 

Полагаем і, «•«/,!,..., я. 

- - * в.(*.-/.)^-в.^.-*)1-Цг.8) 

пт*че» иа < У . Г, ^ . % «,) Г* * 
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В качеств» можно взять, например. Г, » і,>0 илх Г<а*ѴОДОД 
с І,-соіи)>0 . Тогда вариация примет вял 

П-[ІШ!сІх: (2.9) 
Отсвда видно, чтоІГри выборе у«) с достаточно малым ММОД 
«и Г величина функционала уменьшается, если КМ не является ми- 

э Ч».|- а > + '»ч» .('■<.*,-.«•). (2.Ю) 

где >.<Ѵ- - ЫМір итераиии. 

Вол» д. вводит за границу, то принимаем его ранним гра- 
ничному «начению. Эта траектория может быть принята в качества 
опорно* для следушей итерации и т.д. Таким образом, процесс 
расчета ооотоит в заданна исходного приблшіения *(*) (не удовлет- 
воряжамго (2.1)) и в последовательном нахождении поправок по фор- 
мулам (2.Ѳ). При атом ваг Т в направлении к минимуму выбирает- 
ся таким, чтобы функционал (2.4) убывал. 

Спуск в пространстве состояние по сравнении с методом спус- 
ка в пространстве управлении Л.Й. Петровского [і] , А. В. Браясо- 
яа. Г.Д. Келли [2] и принципом максимума Л. С. Понтрягина облада- 
ет теми хе преимуществами, что и метод максимша (см. 

Недостатком предлагаемого метода по сравнении с'методами 
иЫ 2 ] является больший потребны» объем памяти ЭВМ так как 
большинстве практически задач размерность вектора ЖМ ггеевы 
шает размерность вектора и(і) . 

Рекомендуется следуацая вычислительна* схема реализации ме- 
тода на ЭВМ о помощь» стандартно» подпрограмм. Отрезок [«, 4.1 де- 

Т(, гЛ 5Г! "Г 6 " ; ^ 86 " 0 " тавлив » значений 

ми' н " '"> " ) - 3на,снвд , а '«Д'*Л«») Должны совпадать с эадаины- 

х нГИ Т 8 ™" 1 ™"" ' * Задавмся ГС *> (например, 1>Т ) 

мер по трем точкам: 6 ' ' напри- 

Здесь вто 3*<.<*Ш Дг./д , ..,„./). 

Точно так ,е мо1о^о^ит?„и^^Г МеР і Т01 ' П I ;• Т - в - а Ч* вв <#«Л 
рша находить производные ^ . Вторые прои->воюше 
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Подставлял все эти величины в і2.Ь', находи < поправки Л, 
и новую траекторию по (2.10). Одновременно вычисляем величину 1 
по Формуле (2.4). Если это не первая итершик, сравниваем полу- 
ченное с За « при 

нал Г (Г, «(ГС)) . В случае ^,»^ повторяем расчет. 
Г,.4ГГ, . Постоянную % можно также начолить как Иікямаль пара- 

'болы, построенное по трем последним точкам. Достигнув ІіІІеС, 
увеличиваем постепенно значение в (<?,« 2ш й ) , до^аС,. Счет закан- 
чивается и а, и?| 1, 1, л, Т выдаются на печать тогда, когда 

' ІЙиЧде • Здесь С,,С,.С, - заданные числа. Программа должна 
предусматривать печать достигнуты* результатов по требованию с 
пульта. • 

Коли некоторое конечное значение свободно, то для вто: 
значения полагаем Г»! . Если же концы связаны 
Т;[*С<,МКѴ,««).то С*-*; компонент «ДО 
«и, а остальные находим ив этих уравнения. 

Если получить ияфинум по « в выражении (2.5) аатруднитель- 
но, то спуск можно осуществлять одновременно как в 
состояли», так и в пространстве управлений. Для итого 
кривой и((,) и находим к ней поправки по формуле 

«ѵ. - 




' > I 

1 (2.4) 
оль и : 

совокупность пар Х(Ѵ,и(Ѵ . а N ■ 
удовлетворяла! ранее перечисленным у слов 
(2.1). Ясно, что Лс/Г. 

Пусть /У - ива пакт, 0 замкнуто и яе содержит I 

вых точек, К*,и) непрерывно ни N , а минимум задачи (2.1)-<2.2) 
'ваД ^суяествует. Обозначим через х,, и.€М функции, на кото- 
рых "{*Мл) достигает минимуме, при данном а . В силу комляжт- 
яоети N существует сходящаяся подпоследовательность функция 
1ас,,цЛ , такая, что Ьф^Ц^ш (*.., и..). 

Теорема 2.1 . Пара Хш.ЧтіВ я справедливо равенство 

Кх^.^.іітпил 3(*,и,<х)штіп.!(*л). (2.ІІ) 
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-—О . Поскольку аа множестве 
])сЛ/ . то при любом атО из теорекы 1.3 гл. П имеем 

*цлДх,ц.а)*упІки). (г.ѵг) 

Докажем теперь утверждении теоремы 1.1, Предположим против- 
ное, что *.,<иЛ). Тогда в силу замкнутости В , начиная о неко- 
торого о, . все парь последовательности {х~,Ч.] будут внешними по 
отношение к Л . Следовательно, дли всех «»«, получим 
Ціліул 3(*,и.»Ѵ-. что противореча (2.12). 2. Докажем теперь, 
что Я*». <и-т<*/. Поскольку х ті и^€д , то 

' К*-.'а*'ПІп!(х,Ц) (2.13) 
Однако неравенство (2.12) суоествуег при любом а , поетому 
1 1»- ^Оі «уп !(* и) ( сравнивая эти два неравенства, видим, 
что *С}шМіл[. 3. Обозначим Ф •ІТ(х і -і^і и рассмотрим 

кт уп. Нг.и.а) . {іт[Ц*..и.) *аф(х ш _и,)] 
Так как з»»0,«».0, то [іт нуМ(хм,Л)> [іл З^, , в сыу 

непрерывности /(«,«7 , а следовательно, и П«.",о7, имеем 
Л<П /А,,««^"/(г«,»и. Тшші образом, 

^ ЯІІМ 3(*,и.Л)* І(Ят,Ц т ), (2.14) 
С другой оторопи, из неравенств (2.13). (2.14) находим 
«VI Л*,«,й)« /Г«-,«-). (2.15) 
енств (2.14) ж (2.16) показывает, что спре- 
(2.ІІ). Теорема доказана. 

Для этого перейдем к задаче 
Составляем выражение (2.5)1 В - ІпУ ж' . і и;«/ ■! Х * Найдем 

I образом, при Ж»0 на каждом шаге надо стремиться 
» * , насколько позволяет ограничение Іиіа і , и увели- 
і его, если** 0 . В рееультате придем х кривой, показанной 
і МО. 4.2в. Эта кривая содержит участок особого ренина хщО. 






») Пусть Кх.Я) зависит ЭІ величины л. а€А . Назовем за- 
дачей оптимального синтеза задачу отыскания х(/к) . Любую зависи- 
мость, при которой хМХЪ), назовем оидтдаии. Пусть -Ч*,4) 
*•» - -№он*, ЧіШі ІИМ якт! синтезов^Дч/.Я 
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ство {*;(»■)} • Л • Поставим заділ./ • ні:!ти опенки для 
і. Очевидно, что для любых іиксиро ванных л€ Л ж х&Кх 



>ш-гирІК*&).л)-ЧІХ*<>1 где 3-1*<і . В 
при ЧаІА И меем Г 7(і*),'>;»/СЛ. а ір&ЛІМ (см. теорему 1.3). 
Вычитая эти два неравенства друг из «рута и максимизируя найден 

Стремясь минимизировать ату оценку на Л 'Я , будем иие;ь: 

• Ь т Мф11МйА)'Ь&ЭЬА]>Ь*0, (з.і/ 

Если *-0 . т5найДенныЯ. синтез оптимален. 

ними дя^ренциальными уравнениями в {3. Пусть мы задались неко- 
торым семейством синтезов 1/«ц- (<,».»•) (где і - параметр), при- 
водящих систему (3.3) гл. П в заданные граничные условия на пра- 
вой конце: х(*Х.й(і) , х(і,)С Я*.) 'б, , Х(ѴС ОД*Ѵ 

якмся Функциями Ч^^Ф.^Си.Йи построим, как обычно, функ- 
' и в{».*.»,і.и) 



цни !(«.«, у,іі,и(«Аі)) и КіАК.І.и) соответственно , а также ІГ.Г- , 
Д-Г*Чп| | . Ив (3.1) следует: для задачи (3.3), (3.4) гл. П ' 
справедлива оценка синтеза . ' 

Доказательство . Пусть роль зелетюш 4 играет совокупность 
допустимых начальных условий Тогда значение фуиюіиоиали 

на синтезе иС(.х) таково: ( 

Косом- ДО * <3,3) 

С другой стороны (теорема 1.3 гл. П), имеем оценку снизу 

тавляя (3.3), (3.4) > (3.1). снижая точность оценки для 
вычислена» (за очет неравенств (3.3). (3.4» ■ мяними- 
ве по у(і)еѴ я і . получим (3.2). 



Еще больше снижая точность оценки (3.2). наядам 

Ъ-Мш(1и1>Х. МЛ) ♦ ГЦ (М ,ирВ -іЧІѢ)сІІ. (З.Б) 
Оценка ВЦ, е'сли ^ГѴ Л .\усТь «аиоит от , , 

приат ад- ПРМЫЯ К0Наі * ( ' } 0во6олт -Ч"* • Тогд * < 3 - 5 > 



,'У Л ^' (3.6) 
Выбор в (3.6) разных Ы ,у. йожет способствовать получении бо- 
лее простой и лучией оценки. 



Цряма^З , ! . Подобрать сиятез и вычислить оцеику в яадаче 
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Судей искать сннт;э в чиде и-сх , где 
Г-мчір. Возьмем '{•{с.х* . где С, 
>ЬЯде*І отдельные слагаемые в (3.2): 
В г]а*' Сх(іх-ти) , й.с,тх, <$В «7»*-2<Ѵ 
Пуп»» С, можно подоврать таи. что 

а-с!т'-2ъІ»-0. (3.8) 
Г'ч-.ця і«/3-0 ^іалее. подставляя К'СХ пѴтІс,*яѣ . 
В-і(а*е'-2с,і-2с,тс)х' 



ГТугті, существует в , уловлетворящее 

а>е*-2с І і-2с,телО (3.9) 
Тогдн іп/гирВ-0 .. Значения а., *(••), 0 у нас заданы. Л« тТ*С«»))- 
- ИОДГ . ■ оэтому ф М- тН)- іп^інр ({ СЯІ - ^СХІ).0. 

Подставлял наЯдеипые слагаемые в (3.2), получаем й*0 . Таким 
образом, если наПдутся С, С, . увовлетворяотие неравенствам (З.В), 
(3.9), то предлагаемый синтез и-сх будет строго оптимален. Пока- 
жем, что такие е,е, сувествуот. Из сравнения *■«* и й*е,тх нахо- 
дим, чтос.шс, . Подставляя с,.^ а (3.8). (3.9). видим, что 
оба неравенства будут удовлетворены, если с корень уравнения: 

т ' т ■ (ЗЛ0) 

Подстав им и из (3.10) в уравнен»» (3.7), получ»м 
*-Ц1'*йт' х . Чтобы при і-о» функция х(і)-*0 , » (ЗЛО) необ- 
ходимо взять знак миу с^ЦтаДу , оптимальный синтез следуют»»: 

Няяи рассуждания останутся в силе, если т»тЙ),«»(і№>С 
Интересно, что, используя оценку (3.2), удалось постро 
иый синтез, вообще не интегрируя систему (3.7). 

В) В отдельных случаях синтез удаетоя построить 
средствами. Пусть л»/ , система уравнения имеет вид: 

І-П.(*м)>«, *•/(•».«;, иеѵ, олі) 

где I, не задано? правы» конец хО) свободен. Возьмем У-П*) . 
пакле* из Мв.Ш,(«)Л/(»,»ДЛ(х,Г,), 

11г*рыш»»ая»'В(х,т.) нуіг, находим из .того уравнения ѴДО 



9 Условия в данном параграфе являются доі 

'"■НИВ). 

ПК 
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чаем оптимальный синтез" И<*> • 

Ппжмев 3.2. Пусть система (3.11) ті 

Ш^л^п*.*-™*^,^ ■■■'■«-*> 

Ураьнегая (З.ігГописываія многие системы автоматического рег>л. 
рованкя, аель которых - гасить возмущения ь системе, о таких В* 
темах необходимо, чтобы *(О-0 при I — . Поэтому мы будем 
полагать, что функция *.<*) выпукла, Ц0)~С , С&) > О. 

Составим выражение В «••>«" 
его «нжмум по Получим ^ ^ ^ 

Налдем Ѵ л из (3.14) и подст авам в (3.13). Тогда 

Подставляя (3.15) в (3.12). нійдем і- ±^Г*/,5"»'А' ■ 
откуда видно, что для убывания «ГО необходимо в оптнмильном 
(3.15) взять знак минус, итак, мы получили синтез, не 
(3.12). 



(4. Построение п риближенного синтеза 




Причем цеі/«,*.и) ,хСХ(і,*). (4.2) 

Требуется найти такое управление и(1) , которое пвревопиі 
вектор ХІЧ из положения х(«,) в положение х(«,) и интеграл / при 
этом принимает 



*^ В случае многозначности надо выорать синтез, 
нкя уравнения і*І(х.и(х)І удовлетворяют 
теоремы В, Г, в именно ЙІ . У(х(У) 



/07 



ч 



Б) Основные доптшені в . .«іетод решения . гаэоОьвм вое фазовое 
пространство X или интересующую нас часть этого пространства 
сеткой с постоянным шагом (по отдельным координатам) 
Назовем грань ячейка, соотмтствуидую фиксированному 
тала л . главной гранью, а точку, равноудаленную от узлов 
ной грели, - центром главной граня. Заматнм, что у і 
только две главных граня - правая в . 

Примем следущяе гипотезы : 



с ■ 
4 




. фаз 

Первая гипотеза позволяет разрывать траекторию по фазовым 
координатам и считать, что в пределах каждой ячейки она исходит 
из центра главной граня ячейка. Вторая гипотеза в пределах ячей- 
ки заменяет криволинейный участок траектории прямолинейным отрез- 
ком. Гипотезы позволяют аппроксимировать траекторию кусочно-ие- 
прерыьяымн отрезками прямых. Очевидно, чем меньше размеры ячеек, 
тем точке наши отрезки заменяют траекторию. 

, Сформулированные гипотезы являются 'фундаментом предлагаемых 
алгоритмов. Они резко упрощают все вычисления я операции расчете. 

В) Вычислительные алгоритмы. 

а) Обяшй синтез . РааоОьем ось каждой фазовой координаты X) 
иа равные части*'»*,' , я пусть <*і - число таких частей (р./^м,) 
Аналогично разобьем ось I на равные »<, и пусть Т - число отрез- 
ков ді(«и(,...,Т) . Далее разовьем ось каждого управления и А в преде- 
лах 1-го ограничения (4.2) на Г, частей, яелательно равных или 
почти равных <<М,..., Г,) . 

Рассмотрим вначале случай , 
дан. Предположи** , что траектория находится в 
нчеі-ле слоя N ( М - фиксировано). 3 соотвествкя с 1-й 
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п реходе траектории в пределах І-гг слоя от левой главной грани 
к правой величина і-ункнискала и извинение базовых координат для 
и,(*) равны. , 

Поскольку координаты главных грагей ячеек нам известны, 
нетрудно установить, в главную грань к.іксй ячейкк следующего 
слоя (по < ) попала .траектория. Запоминаем значение іТ-ушиіионаля 

I и управление и , если в эту ячейку до этого не попадала ни 
одни траектория, ізлн ие траектория не первая, то сравниваем 
значение 'Іункпионалов , заметаем на меньший (больший) функционал 
и запоминаем "лучиее" управление. Заметим, что номер ячейки эапо 
мияать не надо, иОо положение / , и в памяти маоины моиет указы- 
вать на положение ячейки в Феэовом пространстве. Переорав все 
ячейки данного слоя, выводим полученные вш "а печать, повторяем 
процедуру со слелукщвм слоем (а)»! ) я т.д. Держать в і 

ц,„ данного слоя необязательно. Для 

я 

се просчета данного слоя. Поэтому в ] 

/ • 




3 результате мы 



ъ, 

с 

Вели система автономкая""' , то аналогичное аостр 
сделать из правого (фиксированного) конца траекторий. 

Разобранные задачи можно назвать задачами попадания *иэ точ- 
ки в область" или "из области в точку". Задачу попадания ив любой 
точки некоторой области начальных значений в любую заданную точку 
некоторой области конечных значений можно назвать задачей попада- 
ния "из области в область*. Она аналогична предыдуаей задача я 
требует только большей памяти и машинного времени. Уравнения 
(4.3) принимают вид: 

Достаточные условия минимума будут выполнены в силу нашего 
построения. 

ни/ 

ременнуг'Р? ^^сийемв^ П^до"* 0 " * ополя " те -^ в ^ п г а "|- 
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о и по . Запо- 

котороиу они соот- 

Точно так «а находятся константы, вел» их мало оптимиэиро- 

ЮшМ1Ы).*(Г).ЧМ,е(»1 (4.5) "* 
Количество значений функционала дли запоминания а л -мерной 
задача попадания из точка в область ила из овласти в точку равно 
Ц*4, 4, 4л . Задаче попадания из овласти в область может бить 
получена последовательнш решением («1,4, ... )-раз 1-й задачи 
(назовем ее основной ) с перебоіюм возможных значении . Поэто- 
му в дальнейшем мы будем заниматься главным образом основной за- 



считать элементарной операцией один просчет по 
(4.3). Тогда количество элементарных операций основной 
41 в случав I управлений меньше или равно $ 1, ЫТ. 

Нетрудно подсчитеть, что потребные объем памяти машины ■ 
число оперший растут очень быстро. И трехмерно!! задаче с одним 
управлением при «I - ГО. $• 5, 1 - 10 величины У • 10 я , 
К. 5.10*. Для заданного метода, чем больше ограничений, там 
лучше. Основную трудность может создать рост потребного объема 
памяти. Можно увеличить ваг (уменьшить «I ), найти ышшкмаль гру- 
бо, а затем ограничить область вокруг нанимали и, уменьшая шаг, 
найти ее более точно. Можно запоминать Г не в каждой ячейке, а 
через одну или несколько ячеек и в процессе счета интерполировать, 
можно, наконец, аппроксимировать зависимость І а І(я(*і)) полинома- 
ми и запоминать только коэффициенты полиномов*' . 

Если отказаться от построения глобального синтеза и ограни- 
читься получением относительных мкнимолей, как показано ниже, мож- 
но практически снять і 
ришвонных задач. 

б) №таг локального синтеза . Пусть требуется найти 
яув траектори», соединявшую точки и х(*,) . Соединим 

эти точки какой-нибудь иеоптімальной допустимой траекторией 
I вокруг эгоя траектории "трубку". Вследствие того, что 
область стала малой, можно ограничиться малым 4 



В результате расчета ми полу .им зависимость />/МОДІіфМ4<->?) 
Эта зависимость и может быть приняте за функции . В си- 

лу нашего построения она удовлетворяет требованиям (8.6) 



ПО 
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Л - 3 и п ш 6*7 

729-2187 един* 
"трубки", бгрем ее за опорчув и строим 
Прочесе прекращается, когда лучдая 
внутри "трубки" и нигде не будет 
Очевидно, что в данном методе часть 



вычислений (ви- 




ку' 

Ш 



мояет оказаться. 



юсть задачи так валика, что и при методе локального енн- 
оперативной памяти не хватает. Тогда можно задавать "труб- 
не по всем координатам, а только по некоторым пли даже по 
й. Сместившись по одно? координате (или группе) в направле- 
нии к ѵинжмуму, фиксируем эти координаты и задаем "трубку" по 
другиѵ координатам. Такой процесс поочередного приближения і 
миникуѵу по одной или группе координчт производится до тех пор, 
иска задание "трубки" по любой иоординате не будет вызывать сме- 
шение траектории. 

Данный метод не ставит пределов размерности задачи иэ-эа 
ограниченности оперативной памяти. Однако число "пгюпвдапюа" 
десь выше, чем в методе локального синтеза. 
, что метод покоординатного уточнения стал возможен 
даря гипотезе разрыва. Н самом деле, еоли число урав 
то непрерывная траектория, соедн- 
точки в проделал ячейки, может 
и не существовать. 

Р. Беллменом ([б] , стр. 270, см. литературу и гл. Л) и Н.Н.Иов- 
сеевым[з] изложены методы решения подобных задач (методы динами- 
ческого программирования), суть которых такова: пространство 
состояний ([6] гл. П) либо пространство управлений (з] разби- 
вается сеткой на отдельные узлы. Эти узлы соединяются между со- 
бой прямыми. В результате в общем случав получаем систему транс- 
цендентных уравнений [з]. решал которую находим управление, 
обеспечивахшее переход в заданный узел. Из всех возможных убав- 
лений выбираем талое, которое дает минимум функционалу. Согласно 
[з] как фазовое координаты, так и управления при этом непрерыв- 
ны. 

В данных методах біагодаря гипотезе разрыва расчет сведен 

Ш 



і 



н простону вычислению правых частей (4.3) и нет і 
для размерности задачи. 

Л) Гц яшш іюграяност» . 

венным моментом в предлагаемом алгоритме по сравнению с сувествуі- 
вве:ение гипотезы разрыва, т.е. переход от дискреі . 
задачи, когда квантуется только время, к чисто 
задаче, когда квантуются время, фазовые координаты и 

інке ото!" гипотезы позволяет не заоотиться о '■ 
траектории точно в заданный узел, что резко упрощает 
і процедуру. Однако очевидно, что принятие такой 
еэн вносит дополнительную погрешность в расчет, а поточу 

опенки этой погрешности. 
Обозначим через ХМ узлы Т сетки г?«эового пространст- 
ва, принадлежащие множеству достижимости*' при данном Ш) , а 
через 0(*) - множеству узлов ц сетки, покрыванием область 
допустимых значений управления. 

Максимальное приращение разовых координат на множестве 
%(к)*Ѵ(*)("евягІ) при переборе сетки и равно 

іхм- тах [,>,»(*■>, и - Ь(іѴ«П,иОфІН (4-6) 
где НШГШйТМ 

Определи- „ало. «оло ) иі ,і(ур})$$ , ^ 

где Е обозначает, что берется целая часть от *уикции, 
стоящей в круглых скобках; - введенное ранее дробле- 

ние оси Хі. 

Если |Іх ; |<|*ас;| при всех «,* , т.е. сетка узлов 
в допустимой области управления достаточно "густа", то при пере- 
боре допустимых управлений пропусков ячеек из-за "грубости" 
управления Н' будет и в атом случае ^"1. 

Теорема 4.1. Пусть Функции Д(і-в,<, ,п) определены и непре- 
по всем св 




- его совокупность х , которых можно 
«лих последовательностях иеѵ(*-«, 
ТВ..РЯПИИХ (5.2). 
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Здесь Жіі(ч), /С ОС), то» » т „ в квадратніи снос- 
ках беругся по у, и , язменлкаимси соотьетстренно в предел,.! 

Запись типа х(*/г), и(щ/<) „ т Г..^/^ - ;- _« #, 
означает, что перебор *,« щюисходит при <икскроаанкж<Г*.™1.. 
/ - минимально величина функционала в случае 



Іоказительство. Погрешность в пределах) ячеек 

^ ' ,ваств, \9ЫП«1**ж&тЬГ) лі(а) , (4Л0> 

г де лил и тах берется по (4.9). 

Погрешность ни множестве л(к)*\}(к): 

. роде I ««*//"- ті/і//*'] « ІМ , іе %),[(й(*Ші) 

Суммируя по всей траектории, получаем (4. В), 
лось доказать. 



Рассмотри- „е одну оценку. Введем диктор М . комцонан- 
тами которого являются ах іЦ р ,, < 

вектор управлений: в^дяший ^^Т^' ^^-^ 
Теорема 4,2 . Пусть У,- определены для всех ЗіХ(<), ііѴ(к), 
а і, поа,« - для всех х,к из области достижимости или допуспн 
.1 значений удовлетворяет условии Лишіица с общей постоянной С. 
.огда для любой оптимальной траектории справедлива следуй*, 



погрешности в величине функционала от введении гипотезы 

где| 4 ѴГ-)|- модуль вектора Ѵ(Х), (4Л2 ' ' 

Доказательство . В силу определения С , имеем 

Г "Г? ""Ѵ"" (4.13) на іі(*)>0 . суммируя по 

••етно-неіреривной з.даче -имимяли п «йог- 

из 



^гтнютир. і. пр« **.ли~о м (4.9) «л» [«.«) по- 
лучаем, что область возможны* значений *,« стремятся к нули. а 
слелоютельііо,«оД~»пі>/, Ш |«ѴѴ<»|-0 . В ему (4.8) или 
(4 12) получаем, что . 

2. Тая как киниѵум строгиГ. то / может достигаться только 
М 5.П . Но/— Г . следовательно.», И— *",«'. Теорема доказана. 

ДНЯМ 4.1 . Оценить возможное отклонение величины минимума 
■ г вв. іонял гипотезы раірнва в задаче 

МДО> , *-Ц.М*1. ІШ-шп. ( 4Л4, ' 

Пусть ДХ-б*;4г»-С,(;«и^«Л Согласно оценке теоремы 4.1 аб- 
солютное отклоненяе |І-Т|«^Й' іі(к), 0,1 

Ясли заданы граничите условия Х(0). 3(0-1,23 . то нетруд- 
но везти оптимальное решение, так как кривая я(і) должна соглас- 
но (4.14) ограничивать фигуру гаиичальной площади. Оптимальное 
и-1 при 0***0,5 и «-/ прий5«<«/ . в і*//./ .Поэто- 
му относительная погрешность л» 0,1. 

Вели взять более насту» сетку, например 4г«а/,АГ»йв/^и«в», 
то нетрудно найти, что относительная погреяность в величине т- 
яиѵуіга функционала будет 4 0.01 или 1%. 

Сиенкч теорем» 4.2 дает тот же результат. 

б) і Одвккц общей погрозмостх метода . Найдем общую погреш- 
ность о* замены непрерывной золачв дискретчой и от введения ги- 
потез 1 в 2. Заметим прежде всего, что согласно оценкам теорем 
4.1 и 1.2 при удвоении сетки узлов ІЛ,и (при условии, что >} не 
возрастает) погреднесть от введения гипотезы разрыва уменьшается 
по крайней мере вдвое. Вычислим теперь погрешность от введения 
гипотезы постоянства производных и управлений. Раскладывая в ряд 
Тейлора йуикпкю я(і) в предела» ячейки, получим 

х(к*і) г х(*)*2с*ш * ос) и', 

где 0(к) &1* - остяточннй член раэлоиения. 

При достаточно излом шаге погрешность- на каждом шаге про- 
порциональна . Предположим, что ми провели расчет с интер- 
валом АІ и сделали N шагов. Предполагая, что погрешность на 
каждом шаге олыа и та же, приближенно получаем 

гіге А - неизвестные числовое множитель. 

Проделаем второ!" расчет с шагом, вдвое меньшим йХ, т ^6Я { 
(общее число шагоо равно 2/Ѵ). Тогда будет лопупевя погрешность 

Х'-%~Ш($ьІ,) ж . <«-іб) 
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Иэ ірэрмул (4.15), (4.16) исключаем точное решение 5 и на 
«одни неизвестное А : 

Подставляя (4.17) и (4.16), ваходнм погрешность в определс 

Это, в частности, относится ■ к 1 . Таким образом, и< 
доказали 

• теопему 4.4 . Пусть при последовательной удвоении сетки 4і'''4«''' 
ЬцУ* ив возрастает. Тогда решение дискретной задачи 

при введении гипотезы I , 2 и /-» оо будет стремиться к решение 
непрерывной задачи и при достаточно малик 41 , ц ; ", іи 1 " 
погрешность метода в определении величины Оуикционала будет при- 

/"/-/>! (4.18) 
в отклонеши траектории от оптимальной 
-ь>-*«*Г^» (4.19) 




нас интаресует только точность данного относительного 

Тообразно просматривать не все множество допусти- 
, а только подмножество, ьходяшее и 



А) Постзновкв задачи, і.сиовна.і т я. Рассмотри» обычную 
эацачу оптимизации, описываемую обыино кииыив г.иМврені!Янчьньм« 
урнчиенилми: і„ 

Значения <,.<«». Х'.Л *(т, т ) э-.ловы. гаэобьчм отрезок [I, 1„] 
на 2<п частей и пронумеруем узлы: І, ,§Щ . Запаоимси мм 
, торой допустимой траекторией , уаом. :Т ьс|.яо«е» иМЯМЫ» 

граі-иінс4М значения» (рис. \. :'>«<, нозьмо» кусок Т|»№|СТ рип и. 

ж * ' 

Траектория «лжет Оыті и пропусти*.*, ЫЦМИ .».. чвиЯМ* 

ЛСЛІНЯ лнжчті В ІібПчг-ТИ ПССТВЖИМ. 

НУ 




(5.2) 



Ряс. *.і 

отрезке [(^1,1 . Оптимиэиружиего, например 
т.е. решая краевую задачу іія системы: 

Д— Н Яі (іл,й,р), 

где й.щурН , НчцЬ-і. 
Граничные значения: а(1,). *.,»«,).*, . Начальные значения дЛ)пе- 
ремеиних присоединенной систеш подбираются так. чтобы х(1,).5 г 
Заметим, что если отрезок [і,,^ достаточно мал. то ата -микро- ' 
краевая" задача яе есть эквивалент тои-большог" краевой задачи, 
которую приходится решать в принципе максимума Л.С.Понтрягнна. 
•мяирояадачя- а большинстве случаев реоается просто. 

Это следует яз того, что приіі-Ов достаточно хорошяк точ- 
ке» все -заясямостя приближается і лияеЯиич я удается получать 
*Т» точность удовлетворения граничных значения за олну-тря 
ятчряции. 

Итак, пусть задача микрооптямизацни на отроке (1,,^ ревела 

■ ми получяля иекоторув оптимальную траекторнюДСвЕ СИОІШПОГ] 
(рис. 4.3а). Эта траектория дав* меньшее значение і'уикияоиалу / 
Г5.І), ибо участои (кусои)ЛСВ неведомо лучпе участка /10В . 

Возьмем теперь в качестве следуппих граничных точек С,К 
'рис. 4.36) и решим задачу микрооптимизации на отрезке^,,!.] в т.д. 
I результате, перебирая все точки I, ,Ы, .. 2т. , мн -юлучим 
«ЧУЯ траекторию АС,С, ...С, пч С (рис. 4.3в). которая являет 

'•■« допустимой л заведомо лучше старо.". Повторяя эти деЯетвня, 
П)'»л*м к оптимальному решении. 

Б) Геидыецудади по орган изации вычислительно,", процедур ы 
а) Для решения микрозадачи можно использовать метод Ньютона 
<*- кон-чимх значения Ъ-ЗіОмНЦѴ ""ь неизаестнне 

■ ""• РіЦ,) . За палимся некоторым значением векторе р(і.) 
ііпоптагряруам синему (5.2) на отрезка и т«гл» ч* . 
■ -тем ла^им иа.гоИ компоненте р.Ц,) приращения ѣр,((,) я иеЧдем 
приращения »Ѵ*і . Тогда поправки Гр,я Д#,)находятся как решение 

ов 
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аледущеЯ сястемы лянеЯннх алгебраических уравнений: ^й^"" ? • 
і т 1&>;* . где Ч/іргЬУьрі . Повторяем проиеос с 

А^-'-^/'^Ь • Злесь^.Й-- номер итеряпяи. Счет эаканчивпет- 
ся, когда ПЕН С . где е - зщаннпп точность удовлетворения гра- 
, яичных услЬвиЛ в микрозадаче. Коэ4і!»іизенты можно в течение 

двух-четырвх итерапиЯ заново не вычислять. При ето» расчетов 
меньше, но скорость сходимости падает. Іля следуюцеЯ точки 1, 4< 
, в качество первого приближения моею брзть значения рг({ м ) от 
предыдушеЯ млкроэалачи. Этот метод при ѵалых невязках обеспечи- 
вает высокую скорость сходимости (квадратичная сходимость). 

б) Для решения микроэадачи можно применять также метод ите- 
рапяЯ. Задаемся р(і,) . интегрируя (5.2). находим иевяякя «1 я 

,ГцТ опрелмявм *^»ФНЧ»*. 

Замечания . I. Когда яеиоторое значение *\(і ІЯ ) свободно , то 
в предыдущей минроэадаче подбираем р,(і шн )твх, чтобы АКмѴЛ. 
для левого свободного иовпа нужно брать соответетвупаее р (і \.п 
а краевую задачу решать за счет подбора «;(«,). * ' 

... ! эяачв "»° ф г ) запоминать, то в окончательной ста- 

ѵме\ГІ!Г П0ЛЗ "'" Ь ТО,ЯОе Р^""' *" ™ го слезет 

уменьшить число точек деления оси I . пока не получим отрезок 

■ Каждая из «тих укрупненных иряевых задач будет пеаа-ь- 

ся просто, так как в Качестве начальных значении можно использГ 

вать р,(і,) нз микрозадач, В отличие от принципа максимума оеаГ 

няе, полученное таиим способом, если оно почти одинаково г иг» " 

ционянш. давт больше основания надеяться на выполнение П пст«™Г 

нкх условия. ,бо мм пришли к нему, спускаясь и минимуму 

„.„Л 1 ' " ЛЛ Рет "" Ш ""^ 03 ^ 4 ■*» приманить лхйую другую ПРО- 
ЦЕДУРУ. УЛУчвяидую локальное значение функционала. 

4. В качестве невязок можно взять «4а,Гг,',).««,г* ІІ 1 
Скорость и условия сходимости в зтом случае бу.-ут тш >.*" 

5б - ^ «рт^Р^Точы решения кр^в^^ д^ 

"іеняя кліе»и» применить след. ЯшМ способ ре- 

шшш клевым ™,в„ : ^^\'^»™:г в . 
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некоторым достаточно мальм и решаем микрокцаеьув 

задачу с заданно.'; точность/і С, (I ЪЛС) или Щжф * С, , взяв в 
качогтьв По выьодьеиии условия іт>С, прололваем 

интегрирование (устремляем *, к I, ), пока не получим X. Ч>^. 
где С, - аалавиое рассогласование краевых условна (С,* С,). Пос- 
ле этого применяем какой-либо из методов учоньшенкя невязки. *" \ 
используя прьдыдудне р,(і.) как парное приближение. Но выполне- 
нии условия ІѴце, сне ыі и-и * т.д.. пока не получим Пос- , 
ля атоі-о доводгі невязки до трввуегч)» точиост». 

Ланкы^ метол в отличив от ооычпого метода ре»онин крвавоа 
задачи иаваиляет от ыучительж Л процедуры попОоі* начальных зна- 
чений и благодаря малым неньзквм овоспечиьыет хорошую 
скорость сходимости прш ессв. 

В) Ьіета.' разложения . Принцип максимуме после исключения 
й - аід *,",*) приводит к краево!* зшаче для следуцдеЯ 
система дігЬЬеренииалыіих уриинѳний: 

мы будем рассматривать только случай, когда концы Х { (і) ливо імк- 
сііювіны, либо свободны, <,,*, заданы. I! случае задачи с фикси- 
рованными концами значении з^(4,)шЯц на левом конце заданы и 
надо подоврать такие инчялыіые р\(і,) . чтооы І.олучить заданные 
значения х,1*,)иХц на иряном иокіе. Вмі некоторал компонента не 
левом конце щ(і,)тх и сноболяа, то из условия трансверсальности 
немедленно следует, что гоответстьуицве р>(<,)~0 и надо подви- 
рать значение ос и . Ксли свободна ком: інента на правом 
конци, то соответствуидѳо равно нулю, и любом из втих ва- 
риантов мы имеем двухточечную краевую задачу, половине ( л ) 
граничных условна которой задана на левом конце и половина - на 
правом конце. 

Зададимся некоторой трнекториой ЛИХ , уамылетворяъ- 

шей явленным ! , .■■■ш;ѵ условиям. Предположим, чм зтп трнеггорв. 
лежит достѵгс.-,йс близко к гочнгау ролчиив, т.е. і) шЩлЛц, 
Под.'т^вляи ми ихг гИІ к ШІ в (С.І), рисклілі/ььн (6.1) 
пі гтепнни вярп-.иий 9іЦ,і}і . ЩЯШр&ШЯ чіенади вичиная со 
3-ге ВОрЯМИ МММ и учитывая, что нп точном роаенки *,-),.<;, 
А *Н Лі *0 . п. лучим г.челунлуг, ;-исте»у неоднородных лгаеиних " 
тцвненпй огкогиіелыю попрнічік іі, Гр, 

цртмм ип»ии ми Ш Ш «.і-тр-. ми и ц и щш » иалицниВ , 

» 

не 
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Ъ. • соответствие Л,„,«А«.0. Итак, мм свели за- 

дУчу(6.Л к краевой задаче для системы 2л .линейных дкМерен- 
(6.2) с граничнымг значениями, э.щаииими на 
чаянный неправом. Эта задача решается прос- 
і л -верным вектором Гу вектор с теми иомпо- 
^іСиирі(іі) • которые неизвестны. Задаваясь начальными 

ями Іфд.О, Ы(&~чНМ.ч*ЛЩт*,ІШ4' га,тег Р"и г - 
нув сиотему, вытекаицув из (6.2), Л раз получим таи 
называемую нормированную фундаментальную систему решений 
Интегрируя еяе раз при произвольных начальных условиях систему 
(6.2) как неоднородную, найдем *в'(*) , .Тогда оОщае 

в виде (в старых переменных): 

Подставляя в нееі»*! и известные Л,(<»),Гр;(<,)«0, і'(,...,п, 

алгевра» 



полѵчим систему П линейных неоднородных алгевраических ураяне- 
иий с Л неизвестными начальными значениями ІЦіМ . из которой 
мы их можем найти. Эти значения обеспечивают выподяение гранич- 
ных условий кв правом конце. Интегрируя о і-ими еае раз систему 
(6.2), получим искомые поправки Л; , «"д. я находим новую опор- 
ную траекторию как 

Здесь р-<А,- - номер итерации. Шаг0*Г«/ 



невязка »-|ІМс1 ♦ ^♦ГЦІ (6 .5, 

увыяала. Овычно берут . Если убывает, то *1#Тр, я 
если V возросло, то Тр н »ЩТ^ . При достаточно малых невяэкнх 
целесообразно брать ^иі • *о«пэ показать, что в этом случае 
илгість близка к квадратичной. 

В) метод спѵсиа по <І»зовым траекториям. Задаемся ІОДЗД 

Ф-ЙІЙі-^^С^НчПл. (6.6, 

ее и интегрируя* по частям в слагаемых, содержащих ІІ , 
{*Оі(Рі *Нг,»Рі С * 

«19 



Здесь для известных конечны! іи.-.чениГ соответствую- 
щие конечные значения Лг(-//Ѵ-0. Полагая 

, Л1 л д ♦ * у-^.ац.... д , 

где ТД<)>0 . получим при достаточно налом шаге уменьшение неья-. 
кн (6.5), если ВДтаноьо. что состаетствуижиб (евоЭодные) ко- 
нечные значения^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

И частности, для Зихснрованных концов хО) мокло брать "Г,і«}« 
•ЬЬЩ-І). гдеС^кС,.,*^. когда (6.6) убывает. и с 0 
когда (6.6) растет. 

Этот метод быстро уменьшает крупные невязки, но плохо схо- 
дятся при малых Ф . Он но:ет привести в мастную "яку". 

Г) метол итепаііии. Задаемся *(*), к находим поправки 

по ^Р-удаы: Л . .Т^.. А) ( Ъ-Чк+Н*), І.Ц ». 

Шаг (. выбирается так. чтобы че^язка (6.5) убывала. 

К) Метод градиентного спус ка в пространстве ѵпрашіаниг- 
Пусть Ѵ*цх, . Зададимся неэптимальным управлением , иа- 
ченияки ѵ(4,) . подстовим их в уравнения 

** т Ь • Ѵі—Нщ. (6.7) 
к интегрируя найдем , а тг.к«е их коиечнле значения, 

ыі дставим на", денную траекторию в функционал 

■ 7*Л+Лм< 

и ішчисік* вариани.) его ИМОтДОМ указанных величия. Получим 
Рт «ГА ^(Ѵ... А. . >ЦЛ»+*К<к ♦ (Ъ)ЬИ . 

Интег рируя по чостям член Яд , МЦИМ 

« "Л * И* І* ГЛЛ * В./«) ♦(в»гВ*)Г*]А [б.в ) 

Ват каиш.1 ра:< няходетьЗД),^) по (6.7), то 

в«іШ-*-««-в, 8„-а*.*,-/}-0, <«о п. 

и (о. В) при-оі ви.і . 

«Г7.М^.Л,|;-(г у (^ві^< (6.Ю) 
,ітс, « а • ч ™ •*'» ионряы-і. к радоМММ <ѵ май" 

«ив т<К4«.|,«0 . |0 , .10) ппп •ГЧММЧИ мал-* «юге омеч 
уотлэі я тиі?гг.. г ,.„ . ...,„ т ст|ѵ-^,г„ , яелщмаа», ;*,„ >--т.. ч 

•I <■ Л. II. |,ЧТ,ѵ.,«КИі [I]. 

по 
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?7. Метод спуска іи іыпѵстиѵчзяу 
и аіЯВН МММ экстремума 



Рассмотрим поиск экстремума в задаче 

Пусть Ь(х), і-іѴ.-уі непрерывны и дифререниигуемы. Возьмем 
«I -функционал в виде еі= АЛ.(і), И. - , где А, пока не опрелеле 
, * Ш. Составим обобщенны" функционал Э'І,&)*КН*)- Заладимся 
некоторыми значениями Эг,»», и вычислим вариации относительно 
этих значения: .„ 

(7.2, 

Положим /п производных*'' 

4&»ДМ . '-и (7.3) 
в из этих уравнениІІ найдем А( , І ■ Ц Полагая оетввише. и 
в (7.2) * { равными 

і.т.і 4 ('.о) 
Отсюда видно, что если лри[шіения ( п-т. ) компонент Аі вы- 
бирать по (7.4). то при достаточно малом шаге Т»<7 величина 
функционала будет убывать. 

Поэтоѵу выбираем новые значения (я-т ) компонент ас,- по 



Л *,*« шХ 'ф* Гх :р » *"•»*'»»•** (7.6) 
(где » - номер итерации), а остальные /я компонент нах,.лим п 
(7.1): /..^-(7 , 




метода, пост роения Ѵ<«.аг,и ) 



А) Для прибличенного построения функции Ѵ(і,х,ѵ) , фягури- 
ругще» в метоле максиминаСЯ гл. 4 ѵптію применить метол Рила. 



Ч »/ 



) лл ппределі 
водных 
лени.", 



ЯГИ'Ш 

РЛ'-у« 



Пусть Т не зависит ст у . Выберем последовательность 
лимитных іунвіиИ 

■!&»).*,('•*>. .. . удовлетворятауг. 

тпгпѵ трнбчп інипм: 

1) при лвіом * і|уию:ии Л, Г,,. , V. линейно независимы; 

2) последовательность 'ункций полная, т.е. лине^ннл комби- 
нация атих дуяшиі образует множество, впіщу плотнее в прострін- 
ств« .Іункш* . 

Приближенное решен не моюо искать в виде 

(ел, 

где с, - постоянные. Эти постоянные находим из условия (2.15) 

га. ш 



(8.2, 

* , мяРдси йослелэвателыюсть оценок снизу 



Х-Л.+ГЬЛ (8-3) 
Указанная последовательность является невозрастание*, так 
ки:< среди лгетПных комбинлиий »</ Функции V/ содержатся все 
линейные номинации первых « функций. Поскольку эта последовп- 
течьность ограничена сверху, то она сходится. Степень близости 
пиленного рвЕенил к нижней грчии ѵункционзла могно .тенить сли- 
пу образом. НаПлеѵ ближайшее к 4 допустимое ж и вычислим 
на не» значение іуияіион.іла. Сравнив его с нижней г/іенкой Л . 
определим близость к оптпгальноѵу (кчпеиип. 
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Глава У 



ИШЛЬСШ.Е РКліЫи 

Расширении круга рассматриваемых пришлем ситимиэииии при 
иело к появлению задач, в которых управление облагает тало* моо, 
ыестью, что временем его действия можно пренебречь к считать, 
что его кратковременное действие на полную мощность оквиъалент- 
но приложению некоторого импульса к системе. Но в этом случае в 
момент приложения такого импульса система ѵожет скачком перехо- 
дить из одного состояния в другое, что с математическое точкл 
зрения соответствует разрыву фазовых координат. Примером таких 
задач являются задачи переходов с орбиты на орбиту или межпла- 
нетных перелетов космических корабле* с ракетными двигателями, 
где временем работы двигательной установки по сравнению с общин 
временем полета можно пренебречь и тем самым понизить порядок, 
сиотемы уравнения. 

В данной главе рассматриваются оптимальные задачи, описыва- 
емые системами обыкновенных дкфіеревциалышх уравнений 1-го по- 
рядка. В отличие от известных методов анализ ведется но класое 
Функция, разовых координат, которые в определенных случаях могут 
иметь разрывы 1-го рода. Аоказава теорема, устанавливающая доста- 
точные уровия абсолютного минимума в таких задачах. На базе это» 
теорето выводится ряд алгоритмов отыскания мянимали. 

"остановка палачи. Осилим^ п. І|г 

А) Требуется найти абсолотный минимум функционала 

Входящие в него Функлии удоалет&ржл- почти ш уравнениям 

Шшчшш и.Іг ШШ, ХМ,*(ѴІЯ . Здесь *Й п - ир на> огра- 
"X " П0ЧТ " ВСОДУ "■»•»—■ «»«»■« КМма координат^. 

Чтт Ні.*,и) Шящт и с^ текн па , т всех №кй1ЧювиН _ 

. Щрмтт и «омиш О . ііредпо Л1 ,я,, т ,,.. 

ш 
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чм Іунхчионнл I полуиеп.ернвеи и ограничен снизу т 0 . По- 
давленной задача отличается тем, что ня лопустиглх упрг.илениях 
и«І/ (--.зовые координаты могут к»*ть разрывы 1-го рола (иѵ- 
пѵлм-ные режимы). . , ,. |. | 

Г.) авалем в изучение миоиство ^.{«Л ."«^ >"І.та 
гаояеотво зн-чевиЯ иС I/ . на которых прв»«ч части [1.8) и і. 
обриваются в бесконечность. Очевидно, чтоѵсі/. По условию Ѵ+Ѵ 
ІИиМК ірпзрыв зг(0 ) допустим, если ив У* . Из определения слв- 
ятет. что 1/"=Ц(*.*) . Здесь может быть несколько случаев. 

Г. V не зпвисит ии от < , ни от ЛС . Допустимый импульс 
может выть в любой, точке пространства Т*€я . артер-.^.х'^и,^^^ 

2. и т і/Іі> . Обозначим Т множество * . на которых ІГне 
пусто. Зоямотан варианты: а) V ке пусто только в отдельных точ- 
щпхІйТ , число которых конечно и положение известно (і]агсяро- 
езинн* импульсы); пример: 1,-х', |ЩДУ іГ»{и*»0 «-ч); если 
те положение их неизвестно, назовем их "шпваотими" импульсами: 
б) II' не пусто на множестве, которое всюду плотно в Т ; в) " не 
пусто всвду но Т (распределении» импульсы). 

3. \І' т Ѵ(я) . Обозначим X* совокупность х , при которых V 
не пуст-). В этом случав на многообразии разрыва на систему (І.І), 
(1.2) ииклиіниается дополнительная связь осЕХ* . 'Та связь долж- 
на быть совместна с (І.І), (1.2). Пример: 

4. Ѵ-Ѵ\(.*)- самый оба* случай. Импульсы возможны нв 
множестве 7**х X . .. л 

В) "Жшелим из /^т, Лункиии , обладание но V нанвысшяѵ 
порядком бесконечности, т.е. функции, для которых^йд!/.'//}!**" і 
і = 0,{,Щ*і,-,П. Предположим, что одна из функций } % такова, что 
в интересующей нос области іц+0 (пусть это будет /, ). Тогда 
*,»Т можно взять в качестве независимого переменного. Траекто- 
рии ча миогообразиж разрыва будут описываться системой уравне- 
ний, получешю" из (1.1), (1.8)1 

х}.Ъ(г.я,и'), Л ^ (І.Э) 

ОМ ((«МІГ, 4-4/4 * В «"ьнвЯшви будет полагать, что %»0. 

Г) Мзедем в рассмотрении непрерывную, огранячеинузі снизу 
'Іуккляю ѴСі.х) . облалаицуо почти всюду непрерывными чвстннми 
производными, и по аналогии с гл. П назовем ее характеристичес- 
кой. Построил Л.тпкиии 

Сбозначим множество кривых *(<) , улошіетворчглвих геем іюречио, 
124 
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», кроме уравнений (І.2Л и таких, что 

Теореме І.І . Пусть имеется последовательность зЧОС&и'С*) 
(и€ 1/),л , Г4,),*'^іН^, Для того чтобы атв последовательность ми- 
нимизировала іЬункпионал (І.І) на доиустімнх множествах О, й , 
достаточно существование такой характеристической функции 
что I) Ы*.я\и')сИ «ЩИ , ЛЮ.йШй. ,і.5) 

Здесь чертой сверху отмечены оптимальные звичения, соответствую- 
вие иікГикумам в правых частях выражений (1.5). В само» дела, 
сложим соответственно правые и левые части выражений (1.5). Учи- 
тывая (1.4) и #«.%4*« . получим . 

после чего утверждение теоремы становятся очевидным. 

Д) Случай ІІМИИИН иміпгльсов . Предположим, что Х(«,).х:(д 
зоцаиы. Пусть:. I) Т{й)- область (тяогообраяие) в пространстве 
Е„. из каждое точки которой на траекториях системы (1.3) можно 
"остигнуть точки оАЕц (облі.сть управляемости относительно точ- 
ки а); 2) уУ- область (многообразие) в пространстве Е„ , через 
каждую точку которой проходит траектория системн(іа), исходящая 
из точки 06 Гц (Область достижимости ) . Назооем область У/ {^об- 
ластью полной управляемости, сіли сущоствуют траектории систе- 
мы (1.3), соединяюоие любые точки из этой области. 

Теорема 1.2 . Пусть ѵногообрвзия разрыва!» яв.ия»яся облпетямг 
полной управляемости, лжСая нспрерыпная Т[«екто; ія х(0 системы 
(1.2) пересекает эта области, ограничено снизу на Е^>(/ и 

У,«0. Тогда: I) участях минииали между точками разрыва не зави- 
сят от граничных условий; 2) абесоштыая кинималь находитсч среди 
минимален множества 0 (вянималей с импульсами). 

Доказательство . I. Так кок переы^пения по многообразию і«з- 
рква не меняют выичииы .Іуніщионала (*;■ 0 ). а вногоооразия 
разрыва лвляізтся областями полной управляемости, то коішы участ- 
ка минимялл ме«ду точками разрыва »»кио выбирать из условия мини- 
мума Ц щт и ш т . Следопоте.іьио, они будут определяться условия- 
ми трансверсальности, а не грчничиыѵи знчченяяш. 2. Любя" непре- 
рі'вная криваяадК) , удоклетворя.чшя (1.2), пересекает тегообрз- 
зия разрыва .фгорие явлллтсй областях» полно" уВрапдя««>СП. 
Слсдогательио, кнолество непреяквных ЦШЯ, у, о^етвсргиіиих зч- 
дпявыѵ граничным |вм|Пяіі| вхо.-.пт в мночесгао (7 криыіх с им- 
пульсам». Поэто'тг согласно српкчигу рясаирекял величии , аісолтт- 



кого минимума на множестве О 
непрерывных кривых. Теорема «оказана. 

Следствие . Если концевые точки - точки 

*((,)€ %ИЗЦ( (*Ѵ| ТО величине ііункпиоивла не звпнсгт от гра- 
ничных эи.чения х(1,),Х(с,). .. , 
Е) С./.чча? 'расппеделенш-х* .ущь-оц . г 
ІИДШ Ь& П У СТЬ: г > /. *" вет вия " ограничено 
снизу. х«- течка іпД<х) ; 2) /,-/А") ; 3)»Г«іКТ,М; , 
,)«&)« V*.). 

Тогда: І)х«х» есть предельная абсолютная кинималь (с 
в концах); 2) если существует такое иіѴ . что х» 
(1.2). то х' 
. то существует минимизируй 
при которой |х'-Х*1-0при т~ ы> (абсолютная 
ленныѵи импульсам). 

Іока.аатедьство. I. Из п. I следует У,- Из п. 3, 4 

получаем, чте граничные условия могуг быть выполнены, причем 
«виду у,. О без потерь в величине функционала. Поэтому X' , 
соответствующее іпі,, является абсолютное минималью. 2. Первое 
утверждения этого пункта очевидно. Докажем, второе утверждение. 
В силу существования областеі Т^Р?(см. п. 3 теоремы) имеется 
такая окрестность мииимвля х' , в которой левое отклонение х(і) 
от X* (вызванное подстановкой в уравнения (І.2)х* и Ѵи€Ш-Ѵ) ) 
может быть ликвидировано за счет импул»са. Ясли»-.»» таким обра- 
зом, чте та«1я'-х*\~0. тох'-.х* равномерно на я1^т^(я*)с!і • 

Г7(*')41 . Теорема доказана. Заметим, что при условиях 

теярота 3 ве-.нчина минимума не зависит от граничных условий. 

1^3*9 М- Пусть: 1) *уишчг./(а, н ),т]б»,10 непрерывны в 
точке и некотороіі ее окрестности вместе со своими частными про- 
изводными первого^іюрндка на Ѵи€(Ѵ-Ѵ) я Ѵи\Щ X) Ѵ.-0 і 
3) множества ІМ/*. [}' не пусты. Т,огда для существовании в 
окрестности X» допустимой млилмизи: ікчеЯ последовательности Х,-»Х* 
необходимо и дечтчточно сучествоімн»* тіких иіЦі-Ѵ); и'€ V . 
чтобы спЗлвділись равенст<.а 

.-.оква^гелкт».:. ііеоо/ояотѵсть . Иусп, юна даЫЬтикч» миня- 

мюцеми вослалпвателыгос-гь дг»-*а« ь „„г.,- Щ 
гл* V - топ» жмамя вгвмкп [{,.(,] ,)-— . „„иду п г,«- 

нгч-нчм'-т-, ііепп.-гіти.ѵ-ти и **>••, •пеипиріймпгти /,(х.и), Ѵ>(х </*! 
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очке *' на ѴиІШ-Ѵ), ГиХѴ . .рирммяич X. в про- 
•злетве и на многообразии різрывя можно записать 

4х».ѴІ(х?НѴ«.*<і(»Х.)іХ« , і*к, 
0,(10.^(4.}- величины более высокого порядка малости. ІІри- 
первое и второе выражение в (І.Д) и раздели» об* части 

*№7иГ<Ш) ш * ^г"иТІ|- ♦ & > "»* а .9, 
Пусть «1-0,»--), тогда ЛХ./ав — /.Г»?«);йіЛ-0 . В пределе 
(1.6). 

Пусть существуют такие и€/1М'1,<Л«'. что 

(1.6). Й силу непрерывности в окрест- 

ности миниѵоли можно написать равенства (1.9). Умножая обе чес- 
ти (1.9) на АІ , получим (І.Ѳ) (4Я,.»»/). Подставим приряще- 
ніт« АХ; 1 (1.7). Задаваясь *<-► 0 . получим последогателькость, в 
которой возвращение иа минквдль происходит с погрегноеты>ІГ1*'4'Л)4< 
Но при а<-0,[4,,і^»в ч.-енк 0,, 0,-0 , а V, ограничено. Значит, 
построенная іюследооатечыюсть сходится к X* и является мкяичя- 
зируочей. Теорема доказана. 

Н) " Іітаюмсн-' цѵпульсн возникнет прх пекотогчх іы"6тщиіх 
Х,У а . Наиболее простим является мучив, і г системы (І.І), 
і [ .2) иѵеют вид 

/. ( $ (х) , х, -/,Сх] , і . х..у.(х.Ѵ^,— ?'/..,п.(Г .10) 

Здесь Ц л - особые улряьлеинм. Последние уравненин в (1.10) 
могут бнть улевлетворенн іп лгбнх куссчнс-лі<)і'ерерт!иріечьх Хв(і), 
п потому вти урэтіекия можно отбросить. 5 ОвГаштИлт системе х„ 
будат ягіять роль управлений, .лмрнтн ризркщ. х^О) опрелелядтгел 
ИР условия оптимальности "усе»еино(і" систем». 

52. З^ача с ыдць».;ѵ .-'.ч» ^ср'-'с ?сздг-"1ого 

топмоза 

1) качестве ко. -ели с^текшшп приѵем ««упругую модель іікытонл. 
согласно кстороЯ тпигеичиплымп состчвлнггііпя скорости голояул. 
ннівтпючих нп тело, остается неизменно", тогдл кяг іюрміиышя 
1 С1.ЛГ.И1ЛЯППЗЧ си,*рвстч об|1||ун!тся іі нуль. ЭтЦѵЯПды* »ІМІП0ХГ1І'> 
і".-с-г одучаП п#ІМв;ііоі<)Гй яовязкиго ТѵЧвШЦ*. Пуст;, толисі п -виі 
і' ігму тол.-і в,^.|Д»п. У|ѵлиіаііим, олпсіікіігѵе №ДИ*М , гл." у.;.г.» 
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адссь X - сопротивление. 0. --с«ороввйГ«МЮ> (постоянтіі!) . 

х - абсцисса точки оіеэншіснмэе переменное. "иремГ;. у- ор 
ПМЯ «МОЙМ коориинатн). Ц - илклон касательно» ■ 1 
точке тела (упрыілеиие). 
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Рис. Ъ.І 

Составлял функции ^•^МіДО''**' , вид.-, что 

если р + ІХЦ . 5.1а). Поэтому п Г и р**Ц1/ 

ептимнлыініі («тки - импульс. НаРдем предел 

Следовптельио, правую часть 2-го ураьненни в (1.1) можно взять 
за /, . Итак, а импульсе • 

Х Л (ЦГМ»*1*1Ѵ} (2.2) 
Экстремаль состоит тольк<: из разрыла от 0 до У, (рис. 5.10). 



У нас о галсн недосиотрвшмм случд» р&)*ІЛлв , иоі 
■И—С И Н-ИМ имеет вид. изобрлхеииыЯ на риг. 5.1в, и 
муч мочог бить нпПлен по принципу максимуме 11. 
([1] гл. П). 



когда з^■ 



■ 



>) [■] к п. \1 ИМхИМкяаМй Ідоам тела. оОАіВчлего мвичонь- 
шии Ьпцотимением. Одн .ко п техника необходим зиять и фор*/ 
ты. ШЯІтвЛ нвпгл.миѵ шпротин чмт»м ДДцШМ МфЛ», 
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Соотьатстьуилоо МИ уаравлсме и-і . «ийуммьм* 
цяонад не это» экстреиали 

достигает только* половины величины от разрывного рииеш.я В «с). 
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, I. А. д. Болонкяи. Импульсные римания в задача» оптимального 
управдеаия. "Ійзвестин Сибирского отделения АН СССР, 
ввук", *• 18. ыіп. 3. 1968. 
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8«стрйіш в задачах 

ОПТШУЬпОГО ЛІРАЬЛШШ 



Данная гдаьа посвнмна малоизученной ооласти вариационного 
вычисления - особіш и скольэнииы режимам, которые налявтоя спе- 
циальными экстремалями. Неооходииость изучения специальных 'Кст- 
рвиал-Л диктуется следуммыи обстоятельствами: I. Такие экстрема- 
ли' часто встречается в прикладных задачах. При некоторых гранич- 
ных значениях они почти неизбеаны в вадачах .когда уравнения не- 
линейные, а уираьлецио ьходит линейно или гамильтониан не ооле- _ 
дает свойством выпуклости но управлении. Это бывает почти всег- 
да, а потону специальные экстремали тик же часты, квв и ооычвло. 
2. Специальное экстремали во многих случаях не усложняют (как 
считают до сих пор), а уироцают решение, так как приводят к вы- 
рождению вариационных зндич ■ понижению порядка интеірир>еной 



У. Абсолютного минимума шит достигиуть на мииима- 



лях, содерввких специальные участки, ч. ІІреивирекгиие специаль- 
ными экстромадмАЫж-иожот привести к неразрешимости кгпивмх задач. 



*І Риисмме мокгГ уМкінитьсн, если учесть, чти включение у«лип 
ко* се»«и»»ых тІЙромвляи требуй? рввенпя лмпплиитмлт.иих 
кря 



щ ,л»ір.»^і.»ых ЯНУ 



I 



г <. Специальные экстрем-! .и могут служит» средством дли получения 



Первые исследования по скпльэпщш режимам, по-вклиисиу, были 
им Юигом [і], затем появились и другие работн. Материалы 
дниипи гяан содержат все необходимые алгоритмы расчета специалѵ 
им» ЩцидИМааН. 

Напомним постановку задачи оптимального управления. В гл.П 
'іилв рассмотрена андвча, которая и чвстнои случае ..ормулируетея 
-млутчом оброэом: яаГ.ти обсолптииі! минимум иуякциоиала. 

/=/ '/,(<,*,« )<**. а.п 

«пяи на пходякия в пего '.ункции наложены независимые дифі-арвн- 

и конечны» .качения *0,),*«,) принадлежат заданному множеств, 
А? . 

Ядесь.аг(*Ѵ И -мерная, непрерывная вектор-цункцвн базов ых: 
координат; Ц(і). г -мерная, кусочно-исіірернвнэя, ограниченная 
- вяктор-г.уикция управления, ц€ Ѵ«) юбласть (/({) типа и іті „М* 
| •и і И)*и іт ^>; і- независимое переменное; заданы. Предпо- 

лагается, что },, определены и непрерывны по функции 
и(*),х(і)еа и конечные значении аіГ<«),*&*Я называют™ 
1 аистиными, если они удовлетворен перечисленным условиям. 
Ныли ностроенм функции ЦЭ.ІІ) в гл. П) 

А-Ѵ(і,,*«,))-Н!(*, в-Л-У.-йц/,- , (і.з) 

і "где У(і,я) - характеристическая функция, и в [Ь] к гл. П доказала 
следукдая теорема: 

Теорема 1.1 . Для того чтобы пара й,іЩ лчевле ;|уикцво- 
\ іічлу 7 абсолютный минимум, достаточно существование непрерывной, 
.< ограниченной спилу, кусочяо-дмци],еренцируомо» характеристической 
| функции Ѵ(і,*) тнкой, что на допустимых кривых 

кчп черта свогху обозначает величины на абсолютной минимали. 



чдегь 

апонннм, что необходимое условие стационв^явва.. п . 2 
Р"мы 1,1 приводит к 
і «доль экстремали, 

-в^+ги-о, <-/, 

•л» Рі і И--рі/і-{, -гамильтониан, 
лгтгч ип п. I теоремы І.І: *> ^ 8 или 

ло 

I 
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1, что ь угловых МЧМ «шіііі вМ»вТмиТ11гЩ вам 

^.♦вг-іѵвг, яс«#. «.я 

іідесь приведен и.і ,. і и сведении М (ч) и гл. И), иеоохо 
димих для дыльне.'аого іюииманин. Некоторые ішрвио риау*ьтити п.; 

ним акстрвиилнм, полеченные автором в [961М>« гг. и т 
іш ряде семинаров, предстнвлеии в 

$г. Особые зкстримили 

А) Условие I юоремы 1.1 в случае непрерывной и динаром 
поверхности В»ВМ длет 

Вы (і,з,р.и)-о , р-і,.~,т*г, и.і) 

где в перечень р війччоіш только те коиионеиты управления, он 
іиііальние эннчо.іин которых леьат в оікритоП облает* сечении 
В-в(Ѵ" ри * )Я Ч ЙЯ < € і *»7 • Коз ограничения ооиностч в ка- 
чество тьношх мы будем считать яг первых компонент**''. 

Рассмотрим іункциовалыіуь матрицу Г-|В^*,І или, что одни 
и *о же, Г,-|Н Ѵ ,І і ».»-*,.. 

Определение 2,1 . Назовем экстремаль на интервала ЦЧ^АА] 
особой , если на этом интервале в некотором открытом области 
Цс(/ и окружаквеМ экстремаль («« V, ) ранг 6 матрицы Г (или 
Г,) иеньвя ті . 

„ Дефект ранга возможен на все» минимали или на итдельвых ее 
участках. Каи иэЛсТио, варивциоииое исчисление и оолиинство . 
суавствуышх методов построены в предположении, что. экс. ремал.і**" 



' Иатериаям этой главы диклидыоались на семинарах под руковол" 
ством і.И.Кухтенко (институт кнбврнэтикп, г. Киев, исль 
1962 г.; январь, иыль г.), на семинарах Л.О.Элі.сголын 
(ИП, сентябрь іУюч г.), в (Іоскоиском авивционном институт»- 
(октябрь 1%ч г.), и семинаре Б. .Петрова (институт авто- 
матики в теломехаиики, апрель-май 196$ г.). на конференции 
мѳхиата университет» им. П.Лумумйы (май ІѵьЧ г.), на коп^е- 
ренции в ЫАТИ (январь 1 г.), на Ясесовзном совнинии по 
мптенатике и кибернетике (Горький, маИ І%7 г.) и др. 

*' Вместо сисІМьі (?..!) нонип в-.мть систему Нк«"(7 • ^ будем 
польаова»й| эти* и дзлыислои. )і (2.1) и далее испом.эу- 
ются оМфНммфтмпа Л л . зи и .Зі'іі 

ш т.д. Ц> *!• ^я§ввѴ* Ч«» • І^-И-л' |в>-4^ 

"•^Здсіь и двлче под экстремалью поиііиаетсн допустичап криваи, 

удин-'Тім>ря«вѵія •Л'Ш-ЧВПяГТЛ .2 ) , І' •*) > условии !• і«/ в . 

а пол ыпшшнльи крямп, /дпичятвлгяшіпі .ипстпточііны" у«п- 
вам иШЗубП ііі 



но являются особый* (с»'.,нппріпі«р, тоорішы 75.1, 80.1 в [7] и 
гл. П). Олнико случая, когда 6* ді , встречается довольно часто, 
ниприиер, если уравнения 0*2) іівлиноСІмне, но управление входит 
линеіііо. Еіів более часто встречается так позываемые скользящие 
РММ, которые іівлпются частним случаем особых режимов (г). 
Ирп 6«т из системы уравнении (2.1) невозможно определить чее и,, 

Определение 2.2 . Назовем поря дком особенности экстремали 
число ьі-т-6 (дефект ракга мятрипы Г ил» Т { ). 

Определение 2.3 . Если *>>1і *<> будем называть особы» режим 
многократным, (двух-трпхкратным и т.д.). 

♦ункционалыіая матрица Г, «(|гІк«« ,( имеет, в частности, деііект 
в ранга, если некоторые из упршени» входят линейно. Например, 
система (Ы)-(І.г) имеет вид 

4і-й«а*;*«ѵ ^«.-^-м •***«, <г,г) 

В дальивйисм мы будем изучать только систему (2.2). Причем 
будем считать, что особенность в ранге матрицы Г называется 
только І - первыми управлениями а) , которые назовем особыми 
(ИМ, І* А ). Предполагаем также, что прайме части уравнений 
(2.2) ди^еронцирусмы соответствующее число раз. 

Пуп-ь после Г -го диМерснцнрчвпиия выражении ЗН/**,«0, 
У»/,.,, І полным образом по і и « м ни Д»,^< яря помощи (2.2 ), 
впервые появилась «/ , т.е. 

Долее (см. теорому 2.2) доказано, что для оптимальности особо» 
зкетромолв необходимо, чтобы * было четным: *»2ш{'*і,2, ,) 

Определен и е 2. ч . Целое число К(})*^(і) нвзовим частным пэ - 
р.ідкои слокности особо» экстремали от особого управления Л,. 

Определение 2.5 . Число К т і*ф будем называть обцим по - 
ря дном сложности особой экстремали с і -яретной особенность». 

Определение 2.6 . Ксли К(]Ы,Ѵ*і,-,*)ш то особуп экстре- 
маль пазовом экстремалью с просто» особенность!) . 

Определе ние 2.7. Если общий порядок сложности внме порядил 

^ ( 

Р) ! ■ ■ і.-ч и; необходимые условия оптрпДкИеети особых 
пкетрниалеп тип.. корвввнетв. Для простоты 0Л'Лішчі-ся в п. К 
-ивовом ;іт их условии лія <:>»:тпмы (2.2) лили 

*) = Ш*) * Ч> ; ; (2,1) I '0,1,... і І*і*-М**і ' г,Г,) 
I »Л, , 

I 



особенности ( К » 1 ), то токую особу» МОТрв§Ц> б:,дем няэп- 
пчть э;с.трпаа-Ч) г., сложнои особенностью . 
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Теорема 2.1 . Пусть Х(і).соліІ . «М олтиизльиости много- 
кратно» особо» зкетремали со сложной особенностью веобходимп, 
чтобы в каждой точке особого участке за исключенном, может быть, 
конечного числа угловых точек бьло положительно квлдгятич- 

" аи4в,жа А К-*» 

Доказательство, впишем 2-ю пвриашш функционала на участке 
СШЛ] при условии х(Т,)'Я(Г,).0 . Согласно п. I, 2 теоре- 
мы 1.1 подучим иЭ.І]*%4Ч* , Л3.0), 

Уравнения в вориЬциях от (I.?), (!.»), т.е. от а<*г^,-, рі—Нх; 
будут 

ПродиМереицвруем выражение (о"/)/ , е - *, ) по і и подставим 

в ного (2.5): , 

% (•>.• йд - - Н„ йіЬ.-Н^йг; Ь, , Нр^ід Ц(г .6 ) 

Исключим Нж,*», &»; Л, из (2.1) при помощи (2.6) 

Будом обозначать на проварьированной траеитории 

Таи кои па экстремали » 0, то 

Подставим (2.8) в (2.7) • учтем, что І*Х;СГ,)-&(,(Г|)"0: 

Полагаем «Ч-»"**; і /'^Л)-/'|;(Т,)-<7, і-0,і, .... <-і , 

где (і) - новые вариант'. Подстояляп их в (2.9) и интегрируя 

по чнетям К раз, иолучим , _ 

Согласно намочу прсдпялсіжчиию особое управления впервые 

появилось в МІ, Ш ШЮ' " ,ІІЛ0 " пя * чт ' » и І ,гавн "" 
М ііровврьиі-оі: т?іі.кюри" ЩШ9 ве^пчиии на ;ііссгра*шк. 

';с«п Т,Г,-е «роимтои к пудп. то Л,-, •>* . пли мцм ИЗ 

Я? 



С , чам С], . Ііоэтому с учетом того, 
экстремали З-ріИ^шб . при достаточно малом ЬІТ.Т, 



членом В (2.1 1 ) ОуДОТ 

аГ''^"А^ар-^) г ^> (2.12)* 

ідс Пр*М берутся аиичннян М экстремали. 

Рдемидшчюи ко'лМишшнтц прп /*| в (2.12) в рнд ТвЙлит 
ри но степенны Ь'Т,^ ■ берем только глашу» член и интег- 
рируем прлѵі. н левую часть 12.12) к раз. Получим 

ІІолстнвим (2.15) в (2.10): | 

Ток как на .жтимвльиоіі траектории должно битьі»7*0 , то 
при 6-1,Х,-*0 М (2. ГО следует, что в каждой точке особого 
участка необходимо, чтобы кведр .личная *ормз (2.3) била положа- 
тельно. Теорема донизана. 

1&орем,а. Иеос1»оді,мое условие оптимальности особо» 

******** щ.т^*<± 

Тогда для оптимальности особой экстремали необходимо, чт'>- 
бм 4 в ^^ІМ^о .иодило при ч-тном М . 

Дь*изитодьс-ви. И;сть*м2»-/ - ноч,.тмое. Ь этой случав 
митеірярувм (2.15) И ч,істг,м Г-/ р«а м вырежлняя под интегра- 
лом н (?.Іч) примет вид: 

где . Пусть »і» Г« .0, кроме ^,/^ . Тогда 

выписанное імражааие «уд.»т таким: 

(-іГ(а„ /»,/,.. чг. »ѴіЛ 

, Иол.-ігп.і «*)|»^«0 ('«.я, госолниин, а.ідэаі 

нмп (-ГГа„о* ? , г, . по угьовш, а„*а УЬи та*, .. 

чтосм -(-</а,; *,*0 . «мучи йвгшв мо ЛР) і.і<в . К пси 
протвм р .чит оптчиплиигги осоооіі МШЦ'ОфЦИ ИИШчШЯ ряс- 
• >ѵ гич ирип.інвші к дл-щму км.» -.ѵтімчі^ . і-ореин доха- 



Заключение теоремы будет выполнено, 
а</ есть ад акция * » ни особой вкстремьли 
дополнвтелыіуо сскіь Л,,Ц,ш)'Ь . Тоіда 4 
.* ш »* т ,Ѵи,)-0 . при нечетном Н , 
нет» 

Пример 2.1 . Найтя особые экстремали 

Неравенство «*С/,М с -Св«г>0 возможно только при л.тТ, 

іті = */,Мі4— Таким образом, особые экстремали а.л**,^.*/,^ ) 

оптимальны, а особые экстремали *• лЗГ,(я»^?^Ц...)- неолтгавльнн. 

К* -/V -0 , А 1 ., -^, -<?, 

Особая экстремаль х-р.ы . (7 нчоптпыалыіа , й6о + (^*^) 
появилось при нечетном диМорсацІіромяна, а и — 1, а„./ и не мо- 
гут быть равны нулю. 

Замечание 2 . можно показать, что для болов обив» сиотомѵ 
(2.2) справедлива: 

теорема 2.1'. Необходимое .ѵсливиз ота-мальноста особо» экстрема - 
ля с общим порядком сложности К * порядком особенности X • 
Пусть К(і)-соліі . Для оптимальности многсгратиоіі особо» 
экстремали со сложной особенность» необходимо, чтобы в кзлдпН 
точке особого участка за исключением, может быть, конечного час 
углом* точп.в іЗЩ) была положительная квашрятичнал форма 

ро рассуждений докзэывяотсн, что 
іо особое упрпміонко) Ы впервые' 

* . Однако в общем случае 

Ѵ.дно из примера 2.2. 
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Из теоремы 2.2, кик частный случай, следует необходимое 
условие оптимальности (воли полоішть іи- 0 ), полученное в [з] 
длн однократного (у. і*1 ) осового рехима, а именно*': 



На простом п анионе 2.3 шыииим, что па особых аистремьлнх 
«иными НИИ условие теоремы 2.І 4 (по сравнении с 
условием, МЦЩИ— » [з]) в принцип максимума. В самом деле, 

н"±-х.-*ѵо , н?'—х,-ьй'0, юь-л-49-а. 

Оісада следует, что осоОан экстремаль есть аг, «аГ| «И • О 
Условие а„'{іО [а] и принцип максимума выполне- 
ш. Одиыко квадратичная іорна и. 15) §ф*М%1* * нв вм °- 
хитсльна. Легко поковать, что найденная особая экртремаль на 
оообмдет минимум. Воэьмим Я,* -К • Тогда Х,~-фк\4і . Сіедо- 
ватсліно, в сколь угодно налой окрестности аг.<7*есгь "лучмая" 
кривея и ивІ!дванин особен экстремаль не дает двке слабого ыинн • 
мчав. 

В) Рассмьтриы еве некоторые необходимые ісловия оптималь- 
ноати особых экстрамоден типа г.ерэввьем и равенств. 

Замечание В . Коли я некоторой кввдратичион Зорме <^7;7; 
(і^»/,. .,л ) коадициент в,.-<7 . то для положительности И« 
необходимо, чтобы соотьетсті-упии.і коэМинноити &ц -О 

В самой доле шмогам все ^ , для которых ^^і , 
равными нули. Поля» 'Кфну 2и^%1.*Г 
ма). Но »т:і *0«М моіМ МП нолішитал 
а^дя Я ія тО '. Нмм.ічанме а докпавнм * 



*^ Заик иліого пнр;іван-:т.-іи против 
мы мгінсимііЛор.;в!і г«мі;ли"ИИ1Я 



I» 
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Ы п. А швом: 

На о*« » О ■ замечания 3 следует, что ^ля опт 

ная {орла Ны^и/^^і 6иял ве отрицательна. 

Заливам теперь 2-е вариацию функционала на особой экстре- 
мали с «четом П. I, 2 теорем» 1.1 и уравнений (2.2) в варгчцнях 

ІІі »& Лг, * 4& ♦ Іщ *»і ■ ' Ч 12.17) 

п ; /•*>.»»}• 

. Ьовьмеи в окрествости некоторого момента Т€ іГ,,Т,) (где 
Ъ.І, - участок особой экстремали) вариации ЛцШ . "обра- 
іеаяуо иа рис. 6.1а, ■ вариации . изображенную на 

усть дл ина участка С достаточно мала (рис. 6.1). 

Найдем изменение 



на участке I , пре- 
небрегай членами болев высо- 
кого порядка малости относм- 
3 тедьно і . Полагаем %)-0 
Раскладмвея коэффициенты ь 
правой части (2.17) і ряд 
по и -Г), пере» 



! і 



1/І \ Найдем максимальное откло- 
** • ' мание **,(♦) о учетом 




вмам изменение вариации с точность» до V будет 

Оценим отдельные члокн (2.16). Прежде всего для положитель- 
ности квадратичной формы под интегралом в (2.16) необходимо, 
чтобы Н*, и$ » 0 , так как отсутствует член с . Пусть это 
/глоь.іе выполнено. Оценим остальные члены в (2.16) на (Г-«/І . 

Г< ѵг ). 

Вычислим следувиий наиболее сложный интеграл: 

I I 1 * ■ 1 

НйПкаш каждый из полученных интегралов. N0 как интеграл от 
произАЗдожнп четной я нечетной функции Л^Мпо снммет- 



(2.18) 




^ичислпн кождыі; ил этих интегралов 



•да 



іза 
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Подставлия их в И, получим 
,т.Ѵ» 



Подставляя ньИденные 
квадратичнув іі»рму 



а), 0), в), г) в (2.1і). 



ДО) 



где 



Отсвди в силу <<!7» 0 и произвольности К.А следует 
теорема 2.3 . Пусть К0')-СОіи( . Для оптимальности 
экстрема** необходимо, чтоси почти всюду вы 
квадратична ііорма (2.19). 

"*Ч , <ісли*ѵ.-0 , то по заме- 

І П чаниБ 3 все с^ц.^'О ■ В ■*»» 
случае можно применить вариации 
волее сложной структуры (рис. 
1 $.2) I т.д. Пусть все Н Х;Л> *0 
ато будет, если, например, 
система (2.2) 




Тогда, повторяя все рассуждения, нетрудно покнэать, но 
» обвей случае оообой экстремали * -го порядка сложности 
{і.евті ) коэффициента «у! » С 2 - 1 ') "" ви вадІ 

но і,^Г,л, І,'т.ЪУ. «*-/,* , я - V* 

8с» А* аам «звестяо, ю последоветельио вычисляв» ац 
пр * ' 0,1,2..., пока не пожучим +0. 

Кввдрвтячиая форма (2.19) бота удобяа для пользования, 
чей (2.15), ябо ове сразу дает выраіеняа коэффициентов формы 
параметры системы. 
Г) Теорема 2.4 . Необходимые условия оптимальности особо» 
типа равенств . Пусть Х(І)'С0П1І . Для оптимальности 
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особой экстремали необходимо выполнение равенств"': 

Здесь последние выраіеяяя дифференцируется до появления в 
них <* . считается, что это произойдет при 0(4/7 - «"««Р"- 

Докезатедьство . Так как по яредположенив асе ^ [^-(^-О, 

когда т.*2к , то яв замечания 3, теореиы 2.8 и (2.15) следует 
1-я группа равенств (2.21). Вторая группа оч 
нить, что на особо» экстремали Нл) »0. 

Докажем теперь 3-ю группу рввенств. Варьируя І_ 
как аы это делали при доказательстве творены 2.2, получив (2.9) 
Рассмотрим два скучая: 

а) Число т - четное, т "Л- 2* . Тогда можно записать 
(2.14), в котором *•! .Но ввиду отсутствия в этой | 
нов о Щ получается, что для &3р0 необходим», 

і 



Принято, что 
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б) Число яг - нечетное, т*2і-І<2к . в этом случае интегри- 
руем (2.13) по частям 1-1 раз и выражения под интегралом в 
(2.10) примет вид: 

где О*" 'І* 0 • П}СТЬ все • кѵ ° ыв ^*1м. * Тогяв 

(2.22) запишется: а„ і^),' О,, і), Г», . ІЮлнгая Ц.шІ^.О , 
т.е. /•,.«-, - постоянно*, будем иметь 9„ I}, к, и для й3*0 
необходимо, чтобы <г„'0 . Аналогично можно показать, что все 
остальные . Четвертая группа равенств очевидна, ибо 

это есть 8-и группа, дифференцируемой на особой экстремали по 
( до появления в не» , Теорема доказана. 

Заметим, что все выражения (2.21) не содержат «1 . Дли 
первых двух групп вто следует не третьей группы, ибо третья 
группа представляет собой коэффициенты при <і в выражениях 
первых двух групп, а четвертая группа - в силу своего построения, 
и, что равенства 1-й и *-й групп (2.21) сумеет веяны. 
Поимев 2.1 . Найти минимум в эадаче 



и л -р-и.О, Н*'*-й.О, /4-ы-и-О, ^Н л «і>0 
Этим уравнениям удовлетворяет экстремаль х.ісі.р.О , на кото- 
рой все необходимые условия выполнены и 1*0 . Однако И іи *4 и 
необходимое, условна (2.21): Н* и т 0 не выполнено. И, дайствитвлі 

се 2ч частей и 



I а/ , когда участок четный, 
^ |-уу , когда участок нечетный, 

и с ростом N іп}1 — - е. . 

Обозначим независимые относительно* и р равенства (2.21) 

Мі~0 ([•1,2 І . 1 1*2п). (2.23) 

ІШШ-Ы- 9 порядке в 



матрица |дМ,/ва,|,4Т-{х,рХ имеет ранг Т*2л . то на особой 

(г.23)«порядок вариационной 




анчи пошіхаетсн не менее, чей на Т единиц. 
Доказательство . Так как якобиан системы Мі ш 0 
переменных *,р имеет ранг V , то Т Функций х(і),р(і) могут 
омть найдены без интеграции, а Г соответствующих ди-ЭДереициадь 
них уравнений вариационной 




Если же 1>2ц , то 
экстремаль невозгожна. 

Н -АЧ'А-, -| [*<' * «4 ' 'О'] , 

н*, -л *ѵ •! /V., •*,-<*! № «& *<л*в 

Согласно (2.21) имеем систему Я,.а,*{т0, я,*0, Г,.0 . Эта 
система несовместен. Поэтому двухкратная особен экстремаль 
адесь мевоаможна. 

Д) Рассмотрим условии входа на особую экстремаль. Пусть 
система имеет вид (2.2 1 ), у 1 »/ и - момент входе. Установим 
знак ІІ, в момент г,< . Предположим, что разность г^-^г-і 
мила. Рнвложии М*Н Л в ряд Тейлора па ( ): 



Пусть впервые Л появилось н (2.2*) при я«2к . Мейяя ме- | 
і тнмп г,, <, , получик 

На и, 2 теореніі ІД (нливцрг/) вытекыіт: для входа иеобходи-.. 
ыо, чтеби »> • •( ма > П|іі На>0 я при И^О . Тек как 



торое для > = I принимает вид СЛ> ' К ° 

-(•<гМ&Ш)}*о> < г - гв > 

гемечаем, что эти два условия могут бль совместны только когда 
г - нечетные. Есля жег- четные, то (2.27), (2.28) противоречат 
ДРУГ другу ■ вход (и сход) с непрерывным е(і) иди с определенным 
6(і) невозможен. Г 

Определе ние 2.8 . Вход (и сход), когдн значения и(і) слева 
при входе (и справа при сходе) определены и непрерывны, нвзо- 
вем регулярным входом (сходом) с особо» экстремвл». 

Мы рассмотрели систему (2.2 1 ) в случай одного особого упрев 
ления. Однако очевидно, что для более обцего случая 
(2.2), если только вход не происходит одновременно по 
особым управлениям, приведенное ранее утверждение будет справед- 
ливо. В самом деле, фиксируя все Ш , *М , кроме мы 
выполним условия п. Д и, следовательно, будут справедливы (2.27). 
а также вывод, что регулярны!! вход с непрерывным р(і) воэможеп 
только при нечетном к . 

Теорема 2,6. Дцди регулярного входа на ссобую экстре- 
маль. Пусть К(() почетное. Регулярный вход в особый режим опти- 
мален только в том случае, если. в момент входа (^-0 ) 
вы равенства (2.21). При этом все остается 

Дчиаза/гедктво. Та» как по ; 
то иэ угловых условий (1.5) следует, что дли ортккэльности осо- 
оой экстромвли в районе угловой точки необходимо, чтобы р~*р', 
Н'-И'- Поскольку на оптимальной особой экстремали справедлив 
тождества (2.21), то в силу непрерывности і ,*(*), рСі) получаем, 
что выражения (2.21) равны нуля я при іі-0 . Теорема донпэаин. 

Сход с особого режима прокаойдот, если найдется такое сколь 
угодно малое 1*0 , что при ( і, - момент схода) будут 

выполнены неравенства: Н*>0 , когда , и Нл<0 . ког- 

др ^•'м»/ . В этом случае по условии іирН траектория не будет 
скова отброаена на особый режим. Случай, когда в окрестности 
I особой экстремали действительно строгое неравенство Н*$0 , 
будем называть гарантированным сходом. 

Теорема 2.7 . Условие регулярного схода . Пусть іші ,«■ - не- 
четное, а особая экстремаль в точке схода непрерыв- 
на и дифференцируема 2* рзэ. Для гарантированного схода с осо- 
бой экстремели при й »*^ необходимо и достаточно, чтобы в точ- 

І« 



ЩДММИВЬ Пусіь сход вовможеи. Тогда 
-уществуот такое сколь угодно милое 1*0 , что в момент ІИЕ 
при <*>«я4 Кі>0 ■ ЧР» ^*"" • "Р" "««О"" . 

1 Н» величины ЩКР как Функции і I ксследуем прмращаняв 
в момент <«і,*4 при отклонении о< от оі„.» . Рааложим 
Нл » Р ад Тейлора (2.24). Так как ло условию содержа! юль- • 
И члени ряда начиная с я«2« , ю приращение Ил'М при откло- 
вѳнжи «і 01*—$ зависит цепко* от члена в 
Во •< ж силу С2.2) в этот член может войти только линейно. По- 
скольку /А>0 при *>•»•«« ж Н**0 при ё***Л и экстремаль диф- 
ференцируема 2* рва, то должно бить (2.28' ). 

Достаточное» . Пусть (2.28 1 ) действительно. Тнк каШвходит 
в бгіС/И линейно и 6(*~*.)-0, М при ві»й«.< С»>0, 

а при -<^«4. С«0 . Следовательно, можно найти такое доста- 
точно малое & . при котором Я.-/ 1 /'<Г<Л'* бммв 0 

орм «I >•»...! и меньже 0 лрж ы«ы«) , «во б>0 в первом 
»С<0 - во втором. Таким образом, возможность входа 
ечена. Теорема дожазвжа. 

Е) Рассмотрим условия входа на особую экстремаль с порядком 



Определение 2.9 . Назовем вход на особую экстремаль ; 
реющим плодом , если прж приближении к особой экстремали число 
переключений неограниченно возрастает*'. 

Пдимйр : вход на вкотремаль * = 0 с управлением (/-і^жллЧ^ 
при *-* О будет осцвллируювим. . 

^еооема 2.8. П|оть система с одним управлением (Г- і ) 
опмсываетоя уревнениями (2.29) и содержит оптимальную особую , 
вкотремаль с порядком сложности два. 

Тогда ж достаточно малой окрестности особой якстремали оптн- 



мельныи вход . ■ эту экстремаль 
осциллирующим (рис. 6.5) и линией Км, 
ключения станет криьвя вида 

х і .к*,.«.*,Іх.\.о, 

«..«. - «"стоим*, 
Доказательство . Примем момент Ы і 
да * аа нуль отсчета. Ь достаточна и 
ло» окреотности особой экстремали .<- 
можн^ в первом приближении записать: 

где 4,1 - функции І , *«ч - отклонение от особой экстреме 
ли. Равлоіжм коэффициенты а, I а ряд Тейлора, по стеионям 
ІСі.0) і огреничнмея только первым членам втого ряда. Тогда 
4іІ і достаточно малой окрестности момента входа о точностью 
до величия более высокого порядка малости можно считать посто- 




С2.Ы) 



ПО. 6.8 



Введем в (2.81) ноше переменные путем неособого лреоора- 

Тогда управление будет жходвть топко в последнее уравнение 
(2.31): , 

'А -**г +4аІм, , М, Л. 

7 особо* экстремали о порядком сложности два а, 'О . Вво- 
дя в (2.88) новую переменную 

П,-Гь+(2а„/1 п )1й, (г.8ч) 

придем к системе: 

Причем ів (2. 82), (2.8ч) следует, что минимум в новой система 
будет соответствовать минимуму в отарой системе и вследлтги.- 
оптимзльяоети оообой экстремали «,»0 . 

Так как №-1х,(0).и.,(0).О , то Ь.(0) 1> 
ж іа достаточно малом участке «1,0) величина % , кнк ищи 

1*5 



(2.54 




на (2.35), будет более высокого порядка полости относительно 
і , чем ІХ, . Аналогично Л, - величина более высокого 
рядка малости по сравнении с Ч . Поэтому, пренебрегая 
Му, во ?-м уравнении и члевамм «V, Г«« в,, Л*, в Зні ; 
(г. 35), будем иметь 

Обозначая /^,. м\, ІЛ,,а •*п^г, • получим окончательно: 

бч-іа,$№і, /у,./*, м«і. (г - 87) 

Система (2.87) рассматривалась в [4] (безотносительно к 
особым акстремалям к входу на яах). Там покавано, что при дви- 
жении из івбого начального положения к граничным 'условия* 
1&(0)'Рш,(О)*О оптимальное управление является осциллируемы и 
линия переключения имеет вид: 

Возвращаясь к старым переменным, получим (2.30). Теорема дока- 



Аналогичная теорема действительна при сходе. Эенитнм, что 
в регулряном одучаа момент схода подбирается так, чтобы удов- 
летворить заданным граничным условиям на правом конца. 

I) Дли вычисления особого управлеявя * мы имеем уравне- 
на!, содержат ё, 

•'■ <*-*?ШШИ »•»> 

./,*-/,..., % | »П-в/,...,і»-/. 
Число атнх уравнений рвіво Г(%*1)2 Я . Число невависимых 
на вих может оказаться больше % . Тогда даняея особая экстре- 
маль невозможна. 

Теорема 2.9 . 0 вычислении, особого управления. 
Пусть кЦ)-ШН , опрвдвявтель первой группы уравнений (2.3В 

|&[Яй)]И и*иа 

Су»,»0 есть либо тождество, дмбо еявдотвве уравнений 

№ г л. - *•*> 

Тогда мэ системы (2-*0) "-«ино найти особое управление, и 
если *ті**Ы *4т*ж , то данная особая 
рях граничных условиях существует. 

Доказательство . Поскольку определитель (2.39) 
(2.10) относительно переменных «у не равен нули, то яти явпо- 

ІМ 
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могут быть найдены из (2.40). Если они удовлетюривт огра 
н длина отрезка 1,1,40 , то утверждение теоремы 
очевидно. Теорема доказана. 

Отметим, что дли системы уравнений (2.20), как нетрудно 

• 'убедиться непосредственной проверкой, 

, 'в потому у многократной экстремали с простой особенностью в 
втом случав нет "линиях" уравнений. 

Отметим тепе, что, жак показано в §6, скользящие режимы 
является частным случаем особых экстремалей, в потому все ре- 
зультаты по особым анстреналям автоматически распространяются 
и на скользящий равны. 

Ппимеп 2.6 . (На двукратный особый режим). Найти минимум в 
аадаче 

3,(0)-*», л,(С).сс Ыі хЛ)-*,, Х,(Т)*3„. С2.42) 
Предполагается, что *„ , *„ , »і. , * л достаточно блиажи ж О, 
а Т достаточно велвко. 

В соответотвви с данным параграфом имеем: 

Н*,'2ч,*и,*0, Н.-2и,*1и,'0. (2.47) 
Отсвда сяедует, что ьозможий две особы экстремали с г.роотой 
, особенность»! а,-Д ( и и одна о двукратной: л,. а,. О. 

, В последнем случае Ц.^.О. Нетрудно проверить, что необходи- 
мое условие оптимальности (2.3) выполнено. В самой деле, прове- 

• ряя квадратичную «орму (2.3) при помощи критерия Сильвестра из 
У (Р.Ч7) на двукрвтной особой экстремали, получаем 

4- " 

А это говорит о пол 

Теореме 2.4. также выполнен*. Входиьие в нее выражения 
(І.ЧС), (2.47) равны нулю, о остміные обратились в тождества. 



ной осоьои экстремали, получаем 
оіожительности квадратичной формы. 



лпгкл проверить, что выполняютси и все остальные условии, нэло 
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•ічче » §?. В частности, равенства (г.*6) 
"■лип пола > особув экстремаль. 




Рис. 6.» 



Синтез при входе показан на рис. 6.*в, а при сходе - ив 
Движение в общем случае идет вначвла по границе 
иг*-.»- управления, затем по особой экстреиали с порядком особеи- 
»*ЯМ единица (одно управление граничное), в затем (в начале 
кп-ичииат) по экстремалі с порядком особенности два. Оптимвль- 

значение обоих управления при этом лежит внутри области 
■^■•»п»нип. При сходе - картина обратная (рис. 6.»б). 



53. Метод пвеобиа зовапий в особи экстремалях 

В этом параграфе ивлигается второй метод анализа особых 
ікгтремалей в задачах оптимального управления - метод преобра- 
зований, или метод замены переменных. Применение этого метода 
ограничено иэ-за необходимости находить первые интегралы сис- 
темы уравнений в частных производных. Однако в тех случаях, 
когда он применим, он часто повволяет получить более полнув 
информации о специальных экстремалях. 

В данном параграфе методом преобразований доказывается, 
что при сравнении (при прочих равных условиях) мвииивлей с оди 
накояли порядками особенности абсолютная минимяль находится 
среди мимималай, имевіих наивысмий порядок особенности (теоре- 
ма 8.2), а в случае Г«/ и одинакового порядка особенности - 
среди минимален, имавмях наивысіий порядок сложности (теорема 
3.3). Кроме того, рассмотрены условия входа, движения и схода 
особой экстремали в преобразованной задача. ^ 

[ЦУ задана система уравнений {1.2). Выражения можно 
рассыатриватькак проекции вектора на коордииатныо оси 
Идея итодо состоит в такой преобразовании системы координат, 
1*8 



были параллельны > ноя» «чэисиым вчк- 
что вектора динвйнонввависимы в 




яв эти » 

і и систем 

) . г,-/,С«л«) . і (з.і) 

, 1 Вели теперь поставить вериациоинув задачу для 



Исследуем зависимость імрН . Когда Рі^+0,ъФО, 
управление ^ рввяо одному из своих граккчных значений. Коли 
же оптимальное «•/ лежит в открытой области, то частная произ- 
водная по «Ъ на особой экстреил» Нт^^р'О V* і " т 
сумма). Отсвда следует, что либо р^чО . либо ^ -(7 . Ког- 
да ъшО . между и* имеется некоторая дополнительная 
зависимость и система инэсгяантиа относительно <Ху . этот слу- 
чай мы рассматривать не будем. 

Случай, когда ^шО . $«0 .равносилен условив 
соответствующее уравнен,, с но'маро. Щ ■ **і « 
н вместе с нии исчезнет и особое управление Д . 
система І и1 становится управлением. 

Пусть X " осовыІ ! п Р аыв "" й > оим 

которых лежат в открытой области. Если матрице 

Д ** Н - | СМ,-,*) (3.3) 

имеет ранг і , то квк нетрудно проварить, особая экстремаль 
имеет ИДИ особенность. I ?ц I 

Особые экстремали, у которых определитель I— ^^Р 0 '^'* 1 . >*. 

"I соответствуют экстремалям со сложной особенностьв. 

Систему первых ) уравнений (3.1). если она содержит Шг 
,не*кы. управления, можно подвергнуть ****** "^оТоІ 
нив Повторяя это действие, мы убоджмсп, что либо система всоо- 
це не имеет особых ревений^. либо придам к системе типа (3.1). 



"I Последнее оставжеася уравнение содержит осовов упрамвии- 
Это будет, например, если урвыісиия Л.2) МІІІВѴ. 
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II которое яа участке особого режима соответствуйте уравнения 
с отбрасываются ■ остемвяся снстенѳ не мам особых управ- 

В дальнейшем предполагается, что «сходная задача (2.2) 
преобразована к аадаче с уравнениями тяв* (8.1). Пуст» мы отбро- . 
сии \ ураввеаиі (8.1). 

Теэсема 5.1 . Если укаааиноѳ преобразование возможно, то вы- 
рождение вариационной задача с уравнениями (2.?) яа участке осо- 
бого режима равно 2 ^ . 

В самом даю, поскольку на участке особого режима отбрасы- 
вается \ уравнения, то обпив порядок системы дифференциальных 
уравнений ааривциоияой задачи понижается яа 2 ^ единиц за очвт 
^ уравнении (8.1) а *, уравнений Д — Н*,- В чаотвоств, в слу- 
чав простой особенности - порядку - 



В специальном случав, когда ив содержа* и , т.е. 

и.г) «мввт >жд &іі(**)**ъм,і-Мг 

один ив конкретных методов получения системы (3.1) из (2.2) за- 
ключаете, в слодувжем. Предположим, что іі-іі((,Л) , где Ж,(і,х)- 
ввпрврывкыв дифференцируемые Функции. Тогда 




іл-(.і) ."ункцим ' так. чтобы і> уравнений (8.1) 

от , і ( оставмвмиси 

так, чтобы ! оставшихся уравнений зависели 

особого управления а) . Приравнивая соотввт 

виты при «і в (В.*) нули, получим, что І функций і должны 

удовлетворять системы уравнений в частных производных 1 ™': 

і 

1*,*)'0 | М-і» [■»*»<( - не сумле) (8.5) 

I являетси в (3.5) параметром. 

в (3.5) совпадает между собой, 
яз них. индекс і 




■/"особа/8'(*тремаль" Д^и " РОI>аН " 0, ' 1 " 1,вчв " ы сохпв - 

в/ Нетрудно дожевать, что выполнение (Э.5), 1?.6) является не- 
обходимым и достат ччныы условием уияВШКЧЧ яумвреіромі I 

150 



150-151 



Пусть система (В. 5) находится ь ииволоцви. Тогда )) ее не- 
зависимых первых интегралов С» Л » },(»,*), <•<, ,І ДвДП 
первых фуякмі I, в (8.2). Дан опредедеввя остеввтахся I Функ- 
ций (/•/,.. , I) достаточно наита по одному первому инте- 
гралу каждой же # систем уравнений 

Предположим, что - такие имтегралы суиествуют. Обозначим иі 
"* с " Функкчональный определитель |'%, 4 (*0 

М-ІД,. . ,»). Переходя от Ж к новым переменным * , преобра- 
зуем сиотему (2.2) и (В.І). При этом старые переменные Воклв- 
чаем при поможл уравнеквй <<■ }і, <*и;«^' • ■» ото " * в С<СИІПІ 
для вадавжнх *&),*&) яеходмм новые граничные условия 
ЫМ А) и новый функционал а,(*Л - 

'в) Тсловия входа, движение и схода о особого режим.» (про- 
стая особенность) 

а) /слоняя входе . Пусть при Ы, множитель р^/ обратился 
и нуль. Тогде в момент 1)»0 возможно либо пврввлгчвнив о одво- 
го граничного аначвиин о, яа другое, либо особый режим. Одна- 
ко ввиду аепрерываости значение ѣ слева от і, должно 
совпадет* о 1} - справа, определяемым йен управление ив урев- 
нения *УіЦ т 0 . Д*п того чтебы удовлетворит» этому дополив- 
тельаому условие, необходим на вход "израсходовать* одно 

^ТЦ Условней движ» н.. по особому режиму явлв-тся внполяе- 
к ,е до Ч , где в пвречен» упреаденмИ включено *1і , т.е. 

• 1 честности, выполнение веравевства Г М^Г 0 

Івігов требование: оообоѳ управление А должно лежат» в яро- 
дедех своих гревиц. Т.е. аШ*.*»® . Его «ожао 

определить, еслв е}«0 в в уравнение ^Щ)-» ВДІІІ,,ІИП 

(3.1). И. вековец, последиве требовавве - вепрерывяоеть коор- 
динатн Х> яв участке оообого рвжжме, Если эта непрерывное'^ 
нарушается, то сход с особого режиме обязателев. 



%г%»?. н г с типав;га%р.Г"° га? 

яв этом участке Т) являйся упревлением. 
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б) Сход с особого режима удобнее производить па эадвинону 
.•иичввие і . момент ахода і направление его подбирается ш, 
чтобы удовлетворить веданным граничным условиям на правой конце 
или ьходу на другой участок особого режима. 

Таким образом, в случае простой особенности «замен 
"израсходованного" на вход в особы!) реши, имеем произвольный 



момент выхода в напраьленме схода' 
вообве говора, 



подбирая которые мокко, 



В) Таоремц о целесообраз 



сти особых экст р 
ьариацаоииая задача для (3.2) дает группу н N макамамі, ос- 
держану» все раненая, удовлетворяюще достаточным условиям 
сильного относительного минимума и веданным фиксированным гра- 
услоьиям. Пусть в Н входат особые вининали ) 
с простоя особенное* ьч. Разделам ату группу на подгруппы 
в зависимости от порядка особенности 

Теорема 3.2 . При прочих равных условиях 

задачи находится в подгруппе манама 



эмалей . Пусть 




(а не для 
те же концы а I 

* М1 . 

Аналогично моімо показать, что справедлива 
таоосма 3.3 . Вела сравиаіаотои, при прочхх равных усарвнях, 
мавамалх с одинаковыми порядками особенности, но с разными по- 
рядками сложности (по одному управление), *о 
находится в 
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Пример 3.1 . Найти минимум Х,М , волн: 

**т,-*»-Н , і, -х.Мі *Ц*и, 

а* О, Іх,І*( , 0*я,&) <■ і , 0>х,«,) > -і, 
і,»0, {^о, *іСі,)=0. 

Система, аалиоенная в первой строке, - сложна». При 
заданной Функции и(і) вряд ли мскно найти ее обжео реаенае в 
конечном виде. Прныѳкня алгоритм принципа максимума, получаем 
Н'іі0ч(р-і) , а поскольку и не ограничено, правые части 
уравнений обращается в бесконечное». Как вариационны* задача 
с точка зрения обычных ыетодоЕ она усложнена а том, что имеет 
ограничение на фазовую координату *, . Однако методом, изло- 
женным в денной параграфе, эта задача решается просто, в самем 
доле составляем уравнение (3.5): ^г- # шО • находим функции 
ІшХ^іл, , которая ему удовлетворяв 1 !, а переходам к но 
теме координат (заменяем Х,(1) не ). Подучим 
І-і/- х* *а(х, , л, -х,ііп?і *х1*и. 

Тек как П)*К&УіЩ(Ѵх І..Х.ТІ,) 
то минимум в новой системе соответствует минимуму в старей 
системе. 

Исследуем особые экст- 
ремали. На особых экстре- 
малях ршО и в системе 
(З.Ѳ) остается только 
1-е уравнение с в котором 
х, агроет роль управление; 
Гамильтониан *ліл^ 
как Функция <*, изображен на рис. 6.5о при і*0 , і>0. Он имеет 
два максимума, даюеше две особые экстремали. Из рис. 6.5 видно, 
что іирН при ЫО достигается на максимуме с Щ*0 , а при 
і>0*- не максимуме Х,<0 . 

Таким образом, в момент х*0 необходамо совераить переход 
о одной особой экстремали на другуж. Такие же импульсные пере- 
ходы должны быть в конечных точках, если точки не аежат яы осо- 
бой эхетремали и требуется аыгти на эту экстремаль. Если при 
встречается ограничение , то траектория идет по 

». 




ІЯ 



іяя данного примере показан на рис. 6.6. 




Рис. 6.6 



[ сулкногГвэлета . Пусть самолету, у которого тяге Оолме веса, 
требуется, стартуя с земли, выйти ка эадан ^ о *''° 0 ^ о ^°5 С ^ 

велик! иэменвнием Д плотности с высотой моино пренебречь, а сопро- 
тивление считать пропоппвональным квадрату скорости V . В це- 
лях простоты им будем пренебрегать и индуктивный сопротивдеяиви, 
ограничивая, однако, допусти»»*, угол атаки. При втих предлолоие- 

что производная тангажа о ограничена м щ а \ ,ш Г , 
Уравнения движения: 

Здесь Н - высота, V» - скорость истечения продуктов сгорания, 
}>0 - расход топлива (задан),, я - масса самолета. / - зем- 
ное усиорение, Ѳ - угол наклона траектории к горизонту, 
а>еоыі>0. Точке обозначает дифференцирование по временя I . 
Переход» к новой независимой переменно» П . Обоікачкм 

тогда Щш* *ш*і*)> 

Граничные условия: НСтіРО.ШщітЦ , РОД>Д Ѵ(щ)'Ѵі, М,шітХ 

Особое управление л . Применяем метод преобразовании. УЬшнение 
(3.5) есть ^у.^^тО • Его первая интеграл 

•пері-етическаг высота. Из интеграла видно, что максимум /г* (пли 
V) соответствует максимуму 1 . При помощи этого же выражения 
находи* граничны* условия для I . Переходи» к .системе (У.2): 

2'-§(-Ѵ,>іаѴ), &-Щ*КІГ*&і М"»'*(*У). О-в) 

Па участке особого. режи>« 2-е уравнение мотет быть отброшено. 
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После итого в І-м уравнении V станоіштся управлениам. При 
атом можно учесть а гранты, если считать, что |Ѵ"|«« Ѵ1»,("і,ѴѴ. 
Отыокивая минимум"' по V в первом уравнении, подучим, что опти 
кальная скорость иа особом участке постоянна » равна Ѵ»(р5/ 

'Условие оптимальности особой экстремали -^выполнено. 

, если 1*Ур*0 , т.е. топливо расходуется {р>0 ), а не возрас- 
(|«0 ). Миниыаль с учетом ограничения на производную г 
■ имеет вид, показанный на рис. 6.7 (отмечена 
циірой I). Она оостоит иа участка^ выхода на 
особую млннмаль по ограничение Ѵттж , верти 
кального подъема с постоянной скоростьв и 
выхода по ограничении в заданную точку в . 
Мннимали с учетом поверхности земли и оптими- 
зации со скорости Ѵ(іч»)+0, і,**/^ отмечеим 
цифрами 2 в 3 соответственно. 

исхода тапдива' надетая паи 

. Будем считать, что йот 
а сопротивление пропораио- 





Г' 


А. 




В 


Г 



Рис. 6.7 




,г?7?^. ~«*іЬ»*«*<* «.« 

Здесь ^"г - особое управление, 1 - расход топлива 
( 'и/ * ^м«> ), втрих обозначает дифференцврованьо по т. . 
Граничные условия НСт,), Н(т,) І Ѵ(т.},Ѵ(Ы,) ,/ц, ведены. 
Согласие опиоаяной в данном параграфе процедуре преобраауем 
координаты. Составляем иначе уравнение (3.5): ^ 

Тех хек 4 тепарь вход 
может быть отсрочено, в V в 1-й 
тхием с 



0. 



теперь входит только во 2-е уравнение, то оно 
' Уравнении ота 

іую Г (ибо «А 



отановится увравле- 




ОЯни И М минимум 1-го уравнения в (3.10) . 
00 V , находя» зависимость Ѵмг " Ѵ( т ) 
Оптимальная программа расхода топлива 
" будет со'ітоя>ь ия участков выхода с »«•»» 
%7 на особую минимадь, полета по особой кр«- 
вой в выхода с Ѵті» в заданную точку. 

Рис. 6. о 

§4. Смолмядие р ежимы как частный случал 

По условию I теоремы 1.1 при каждом ^&Л) и <1**снро- 
аііни значениях х, ть необходимо взять "ѴДО О . Величина 
г.ак <гунішия только и представляет учаоток гіперповерхяости 
В т В(и) (мы будем говорить - просто поверхлости) в (1*1 )-мер- 
аом пространстве переменных в, и,,.. ., И, с границей ПВІ области 
. Эта поверхность в общем случае может иметь несколько 
относительных минимумов как внутри допустимое области Ш*1 , 
так я на границе Г(і) . 

Построим на нижней стороне поверхности выпуклую оболочад . 
т.е. наименьшее выпуклое множество, эаключашее геле, ограничен- 
ное лаяно» поверхностью. Грубо говоря, как бы натянем на ниж- 
нто поверхность тонкую эластичную плеикз. Получим тело, ограни- 
ченно» с "боков" пилиндром Г .в снизу - выпуклой оболочкой. 
Нижняя поверхность гтого тела будет состоять из выпуклых участ- 
ков и " плоскостей" (измерения* 7 от 1 до г ) . проходящих через 
крайние**' точки поверхности &•№). Пусть и., !/,,..., */« - управ- 
ления, соответствувііие крайним точкам плоских участков. Тогда 
ня плоских участках, согласно определению. выпуклой оболочки, 
любое б может быть представлено в виде***': 

ПИ В0$ - зкнчения В в крэКких точках и 1 , чьгЛеэ которые 
лрохояит ЯИЯМ плоскость, я о^- определяется точкой плоскости. 



*1 Т.е. "плоскость: может быть и просто пробой. 

т/ Точка А называется краЗнаП то чко й выпуклого толя, если к 
не является внутрення,- тонком любого отреякч, прітна/ле.хя- 
щего этому телу. 

В.П. Данилов ѵ ер. .Ѵі.-емятіческвИ апалиа, Спр;івсчио-ѵгѵгс- 
матичесгеи библиотеки, 1961, стр. 91. 
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Исключим ** из 1-го равенства в {4.1 . 'гг поѵ-іи 2-го уран- 
. Получим ! 

Каждому экечении вектора Ь соответствуют точка плоскости 
-у . Поэтому <| в (4.2) ггроет роль управления и 
атркваться как уррчвлеиле вместо и нн плоских /час 



< Когда все плоскости выпуклой оболочки ня параллельны і 
дянатной плоскости управления и (содержался I/ ), то точная 
нижняя грань Ы/ В принадлехит либо точке на выпуклом участке, 
либо границ» области. Выпуклая оболочка в ?том случае не оказы- 
вает влияния на хол якстремали . Однако, когда ок.нч из шгсекостее 
того или иного (не нулевого) измерения становится параллельной 
координатной плоскости управления и , т.е. когда более двух 
гоч»к і/ становятся точками гн^вума, положение коренным ооро- 
эом меняется. Появляются новые управления еі; . 

Заметив, что ігункпия в в і$.2) 'Мктияески составлена для 

і, -/,(<,», и')* л; [,,(«,«, и') - А (і*іфм|04.3) 

что эти уравнения являются чэстныы случяем ернэей (2.2). 
Следовательно, всё реэул^ати по особым экстремалям применимы 
для этого случая. В итоге мы яаГлем ревеню в классе I 
іх *(*) для иекоторогч 
Естественно поставить вопрос: имеет ли смысл найденное ре- 
е к может ли оно быть реализовало системой Н одних уряв- 
й (4.1)? Покажем, что это реоені 

і мементоѵ класса допустимых 
іереиіяруемых кривых х(*) , когда число переключений ; 
(число углошх точек тх(і)) стремггея д бесконечности. В само» 
деле, перемощение в фазовом пространстве ІХ . соотвеТствувдее 
любому упраплекяю с плоскости гь-пуклоЯ оболочки при достаточно 
малом нэѵензиеи і , может быть аппроксимировано 
іэправлеііичі', соответствугшим крайним точкам і 
і; г :- зтои чем чаше переключения, тем меньше отклонение от 

іАій предельно? величине. 

Обсуждение, Методом построения выпутціоі! оболочхи ришенхе 
спстеіга (4.1) для управления ІіА) находят в классе непрерыввкх 
иривпх у(х) г не имепднх п «чждои точке прои?водно2. Этот класс 
является более широким, чем клчее непрерсвчых я кусочно- дк '.^е- 
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сенцируоыы» кривых, с которыми імест дело в известных методах. 
Поэтому согласно прввпипу расширения (6) гл. П абсолютную ми- 
кммаль находят среди специальных минимален (заданных не [і, і,) ), 
•ели оні удовлетворяй! достаточным условиям, заданным граничным 
значениях, в если минимум существует. 

Примеры непрерывных кривых, не имевши в каждой точке 
производной, впервые Яшін указаны ИеКеригграссом. В вариацион- 
ном исчислении минимум на таких кривых, погвидимому , впервые 
стал искать Іиг [I] , затем появились рйот&І2І гл^ ЕІ , в ио- 
[ точки фазового пространства о возможно 0с~ 
іравленвя в соответствии с термнпо- 
управлеиия был назван "скользя- 
щим режимом""'. 

ЙШВІШ- і. Таи как чіВ(*).-іи,Ц(и).Ѵ к , то шш 

"слио рассматривать везде іЛц(ш) . 
2. По особо», вкстремали моіно иАи и в скользящем режиме. 

Зависимость Н-Н(и) представлена на рис. 6.9. максимумов два 
следовательно, .возможен скользящий режим. Строим вшуилуг обо' 
' ПЧ ? ( ,й с - б ' І0) ■ С "°™Ѵ (4.4) записываем в виде? 

и. и _ .„„ „ ' 



(4.5) 

•*> ■ - ■ ■■ — ■ — I ѵиѵі іиу-уц-"~~ 

Как видно ив рис. 6.10, 



где и*и, - значения Ц , соответствуиіие І-му и 2-цу 



■е И для систем ;4.4), вычисляя 
Л - оообое управление. Идем осовуг якстремаль 

Подставляя Ц»-і(.«і . получаеі», что на скользящем режиме ртО 



При «том /ЗД./ОДхмя бы в силу четности Н(и) щтр.О) 



Далее л , *<«*-0 • Отсюда иаходим особую I 

или, кал ее иногда называют, "линию нулевой близости' 
пего режима: *-<» . Далее А,--іН*'4І 'ОД 

*НЙ4' АЛ."-*** (4 - б) 

Необходимое условие опти- 
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. цельности сколъзяаего режима, 

У,- как видно из последвего выра- 

жения в (4. 6). выполнено во вое* 
плоскости. Следовательно, шгаи- 
кум . сильны'. Из условия 
І^" I иаходим участок 

скольнення-|^\<«*^| .Экстре- 
маль показана на рис. 6. П. 
Пгдмеп 4.2. Задачи входа 

шииашаг • іш считать, что 

полет происходит в плоскости большого круга, летательный аппа- 
рат - материальная точка, планета не вращается, то уравнения , 
описывающие движение на участке входа, ямеыт вид: 

Здесь п - высота, У - скорооть полета, В - угол накло- 
на траектории к местной линии горизонта, сопротивле- 
ние ( * - угол атаки), / - ускорение притяжения планеты, 
Ѵш1(*,У,ІІ) - подъемная сила, Я - расстояние до пеятра плане- 
ты. Точка обозначает ляфференкяроваяие по времени і . 

Считаем, что 1-свяіі , зависимость У*І^ - лжнвілая, 
Х*Х^)_ симметричная парабола, ііміл ІшІЛіі мі ■ «/чип »-•!■**. 



но, 

1рт*)*ХЫт*ш) , У(*тЬ).-У(*т;). (4.4) 
Граничные условия : 

і~0, Н-М.У'У., Н'Н,<Н., *.»,, Ѵ,-тіп 



*' Попобиял задача овшалась также В.Ф.Кротовым и В.И.Гурмаяом. 
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Если в данной задаче по- 
строить фуншге Н'Н(*) ■ , 
где Н*Ы; . «> Щ» Л'* 
эта функция будет кметі ава 
максимума. Один, когда •1>«'-»ъ 
к второй, когда 4»иті* 
(рас. 6.12«). Построим выпуі: 
луь оболочку (ряс. 6.120). По* 
Рис. 6.12 лучим линейное управление. 

Когда ЯУі іУІШ іііі существует участок особо» вистремалж, 
котэрыЯ необходимо аппроксимировать скользящим режимом. 

Уравнения (4.3) в данной задаче («,••!««, ) о 

учетом (4.5). таковы: 

Здесь особой управление обозначено через (0* ф,*!). 
Поскольку оно входит толък.і в уравнение для в , то на участке 
скользящего режима ато ураьнениа «ЯП быть отброіеяо, а в ос- 
тавшееся системе ЧпѲ становится управлением. 

Рассматривал два оставшихся уравнения, вили*, чіс если 
ввести обозначения ітѲ-и , то снова будем имать линейное, 
т.е. особое, правление |Ц|*( 

Запишем новую тующюо Н-Мі " найдем максимум по В . 
Вслі^Ѵ-Р,рО , то#-% ; если р,Ѵ-М<0 , тс*«-й, ВОЛЯ 
%Ѵ-р,атО , то полз-чаем особые режим. іиЛі;«ренцируя последив е 
равенство па І , получим -ДлТ-Д (ѴХ« фХ'г^чР. Это уравнение 
не содержит в и вместе о предыдущим является условием входа 
в скользящи!) режим. Чтобы два эти уравнения иѵили решение при 
Рі,[\фО . определитель !>тоС системч долин бить равен нули. 
Раскрывая етот опрегелятель, получим 

-Х+ѴГШ-/Х'Л-0 (4Л0) 

Это сравнение дает связь моиду И я V . Геаение этого 
уравнения в плоскости Я' V определяет кривые Н « Н(Ѵ) . Для 
геа^ьяой поллры таких кривых мече: быть несколько. Скользящем. 1 , 
релиму соответствует кривая с наибольшим сопротивлением, Диф- 
ференцируя (4.10) по і , получим формулу для расчета в , а вы- 
числяя Ыё-ЛМЦгО , - условие оптимальности скольз-щего 



Типичная правая входа показана на рис. 6.13. Она состоит 
участи віпога ,„ ое с1р, екстремал», . гкцльяліимѵ р*«нм. і- 




углу атаки вдоль -.собой экстремали и 
участка схода в особой экстремали в за- 
данные граничные условия на правом коние. 

Таким образом, вместо рояения слож- 
ной системы д»Иер«шиалыші уравнений 
3-го порядка на участка скользящего ре- 
*Т жима мы смогли получить реиение в зам»н> 



Рис.6.13 тх_ 

С іязичоской стороны оно говорит о 
том, что при торможении аппарат долин создавать максимальное 
сопротивление. Скользящий режим можно реализовать, аппроксими- 
руя особу», экстремаль допустимой чаототой переключения управ- 
ления и оценив проигрыш в величине функционала. 

Ппиыер 4.3 . (на скольэящу» экстремаль с двукратной особен- 
ностью). Найти экстремали в задаче 

ѴЧ< ****** (4,П) 

іьт-х* іцьньі ,4Л2) 

Предполагается, что *(.,«•♦, *»,*». достаточно близки В 0» • 
Оогласио (4.3) на учаотка скольжения будем иметь 

1%«Щ'-и;.-1,и!'<4-1 . Подставляя эти значейя] Алучкм 

На участке скольжения мы получили задачу о особыми — 
леквями а<| , *<і . Решаем ету задачу по теории 52: 

н-г,(ы,-і) +г>(**,-0 - 1(*г*і-2), 

Н*,*2р,.0, Н щ '2*<-0, Н*,-2х,-0, 

Иі етих ввражений оледует, что возможны два типа особых вкстре- 
, мелей с простой оообеиностьв: первые расположены в фвзовом 
пространстве на гиперплоскости *<*0(«'і"%) , вторые - на 
гиперплоскости ж, Ш 0 , » у» ) . Кроме того, имеется сколь- 
зящая экстремаль с двукратной особенностью, расположенная на 
пересечении обеих гиперплоскостей. Вс уравнения: *і«0 . 
а соотпетптвущее ей управтняе: . Няоб<г„кмое 
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(2.3) яа неЯ выполнено. В 
і Сильвестра {) # 



\Ц\'Ы,і>:і*о. 



Условием 

Синтез прв входе на особые 
а при рходе - на рис. в. 15 
ле по границе обоих 



(2.3). 
(4.17). 

тремэли понаэаи на рис. 6. 14, » , 
в обвей случав идет 
по 



с порядком особенности один (скольжение в сдиой плоскости), я 
затем по скользяще» экстремали с порядком особенности два 
(скольмекие в двух плоскостях одновременно). При сходе - кар- 





Рис. 6.14 



Гис. 6.15 



Приведем пример, в котором совместное использование им- 
пульсных и скользящих экстремалей позволяет получит!, ревеяио 
иа элементах, которые вообще не являете і даже Функциями. 

Прямее 4.4 . Найти минимум Функиноняля 



гл. Ш и 3-му уравне- 



нию в (4.19) ѵожно реализовать о любой точностью разрыв х,(і) 
* каждой точие. При этом потеря в величине функционала ! при 
достаточной величине и монет быть уменьшена беспредельно 
(ибо %ш0 . см. гл. У). Имея это в виду, 

*і№) как неограниченную Функцию, способную 
мнежеатве меры нуль. Но в этом случае граничные 

х,(і) перестают играть какую-либо роль, ибо они 
быть выполнены за счет разрывов в конечных точках. 

ПаРлем абсолютный минимум подынтегрального еираженин в 
(4.19), получим: *,-±Ц$,х,*0 . Рассмотрим, может ли бить 
реалиэов.-ша кривая яс,(і) на допустим-,©: злементах. Газдчлим 
отрезок интегрирования [О.і] ип интервалы 1І>Уп . Пронумнру- 
е* их: б,і І ,іші,2,...,п . Зядялдм х,(() слепувдга обрезом: 
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I 1 



ѴЯ на .если і - нечетное, (-44-** 
^ ... (4.20) 

•ЦТ на ііі .если (- четное, Д*''* 1 
Тога* согласно 2-му уравнению в (4.19) и граничному условию 
Г^ГГолучк-Три^М • которая при и- «будет ровно-ер 
но стремиться к преданной кривой . * функционал I, 

(., т - к своей нижней грана. Но любой член последоватедьнос- 

ти'іх С*)1 г»-Мі •• «ожег оыть как У™*" 0 ^ 4 " 0 Р вал " аован щ " 
Д5 величине 0 . значит, на допустимых цементах 
мы можем очень близко подойти к І*Н на X . Однако предельные 
элементы на которых достигается А/1 . не являются даже функ- 
циями (за исключением Ш Ь ■» " в ™Р»*""° 
„и в одной точке I Г*,С«-»КТ. ВД**~>< Интересно, что. 
несмотря на это, фуниіионал на І,ЦКШ определен. 

II П"""" 1 " ■ гц " Д 

і. ел™»» простой тйяия 

Из рассмотренного оОяего случал особых экстремалей со 
сложными особеиностями цвлеоообраано выделить случай простой 
особенности а отдельно олучв* <= порядком оообеішости единила, 
ибо она наиболее часто встречагтоя на практике. 

• а/ Зяп ал иудатоп рсоОе н рин с ММДМ ддобу ш іыьт а ша 

ндіа. Полагая а выражеявях (2.ІБ), (*.2І), (2.3В) и л~, **І 
/./ , получай, что: 

1) для оптимальности особой экстремали необходима положи- 
тельвая определенность квадратичной >1ормы 

/,г-1,.. ,т 

2) для оптималыюств особой вкотремали необходимо выполи» 

3) выполнение равенств (2) необходимо для регулярного 
входа иг. особую экстремаль с непрерывным ; 

4) для регулярного схода с особой вкстремяли иеоогог.г». 



1 

5) для вычисления особого 
участка необходимо . чтобы 

да»]** 

Б) Слтчай простой особенности . Полагая в выражениях (2.15). 
(2.21 Ь (2.39) я др. «г - I. получим, что: 

1) для оптимальности особоЯ якстремали необходима положи- 
тельная определенность квадратичной формы 

2) для оптимальности особой экстремали необходимо выполне- 
ние равенств: 

тыт\'°>>-< 

3) выполнение равенств (б) необходимо для регулярного вхо- 
да на особую экстремаль с непрерывными ; 

4) для вычисления особого управления в каждой точке оео- 
учяетха необходимо, чтобы определитель 

"V" , />-/,...*. 




і виде. В самом деле, 

№»>і№М й*--р№г-&*иу]шо',ішѵ, р.-і, (2Л) 

те для удобства индексы у у* и і перенесены наверх. Исключая 
из них рі , получим особую поверхность 

г&% - га,) - - . (2 - 2> 

С одной сторон», у этой поверхности ві ■•!««» , с другой, 
•іаеімйі • 

Г) Если система 3-го порядка (2.2') - автономия* и время 
процесса свободно, то существует первый иитегуіл Н"0 . На осо- 
боЯ поверхности он имявт вил 

Н"р;П(а)-0. (2.3) 
Присоединяя его к сістямв (2.1) (в иотороі 1 I ■ 0,1,2) и 
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іеяиЯ а,, а, , получим особую і 



(2.4) 

В) В случае, когда число особых управлений %шЦ*1 , аня 
жгично пункту Л можно получить выражение для особоЯ экстрема- 
ли в пространстве Т*Х в явном виде. Это будет многообразие 
1-го измерения. Если система (2.2 1 ) автономная и конечное ере- 
то особую экстремаль можно получить и для ХшЦ'і. 



3. Силти трех, «стен ?-Г° И Э-го поряди. 
Теорию особых и импульсных режимов можно использовать 
для синтеза систем 2-го и 3-го порялтов довольно обоего 
А) Пусть сиотемз 2-го порядка (/1 = 2) имеет вил: 

і,-/,Св.и; , иеѵ. , <і> 

Легко заметить, что мэяат быть особяк экстремаль, тах как 
іН/іи •ріі ! *ѵ г С , откуда, в частности, я» 0 .; По тогда 
и матрица Г,*ІНш{ (см. 52 п. А) име- 

ранг 0. 





Рис. 6.17 

Пусть {,(*) - вогнутая, ограниченная снизу фуШвХМ 
(рис. 6.16). «• - точка минимума этой іітикцик, уравнение 

разреоимо относительно и , причем и€Ѵ, С9о->"ячим 

и пусть ^•)«в іЛ М>0 • Например, |ДО , ДО 
' на риг. 6,17. 



Рис, Ь.Іа 

Тогда синтез оптимальных траектории при входе на особу* 
минкмвль будет выглядеть, как показано на ркс. б.ІЬа. а при 
сходе - как показано, намс. 6.189. Оптимальная траектория 
(пра достаточно болыіомТ ) состоят на быстрейшего двикепин 
(вй или Ц ) к особой икстремали. движения по особой экстре- 
мали »' и участка схода («I или I ). Момент схода водбигяет- 
ся так. чтобы удовлетворить задании» условиям на правом конце. 
Синтея очевиден, таи как на особо», минимали *' достигается 
аОсолвпши минимум, а І или * соответствует максимальной 
скорости убывания (возрастания) функционала (в силу иогиутос- 

Дачники . I. Можно снять ограничение, что %т) - вогну- 
тая функция, но тогда особых вкстремалей мохет быть нисколько 
и вопрос выбора еСоолютной минимали пуидается в дополнительном 
исследовании. 

В. Ьсли особое управление одно (Г =1), то ограничение, 
чть и входит только во 2-е уравнение (1), несущественно. ^Как^ 

моино преобраиовать к виду (I). 

Б) В более общем случае система (2.1) монет иметь вид 
/.{/,(»««<■ А*$(і/К,Ы), и€Ѵ. 
Пуоть - вогнутая, ограниченная снизу функция при любом 

ПНЯ і уравнение і:і(і*\и) разрешимо относительно и 
при любом іф,Ѵ и полученное йІѴ являйте» внутренней точ- 
кой в V г 

ІЦГО^(>|Ц(^,ААі>4і^ • Предполагается. чЧс 
^ и >, непрерывны. 

Синтез оптимальных траекторий строится аналогично предиду- 
■ему и показан на рис. 0.19, 6.20. В данном случае действитель- 
ны те ие замечания, что и и н. А. 



ІМ 



Рис. 6.19 



Рис 



. 6.Ж) 



М) Пусть система 3-го порядка 
/-//.*«)<Л,І.-ІІ <■«..*..>, •*,(*..*,) + и, «.Л»"""», <2) 
где У.(*і) - вогнутая, ограниченная снизу гуняіия, &(я,А)- 
непреривнал, ограниченная по * ; при любом аг, функция, 
- определена и ограничена, и - не ограничено. 
Обозначим через точку, соответствующую . 



Пусть уравнение 
венкнм образом. 



/і( я 1,"*) ш 0 разрешимо относительно я., единст- 
Обоэиячим корень етогс уравпения Щ, 



І!аПдем 



ухмие значения , Я,?ір . 



я соответствувиа і 

Пусть рХхѴлО і I Ц,0Ц)>0 . Например. .^СО,,\&Г.) 
могут иметь вид, иокаэанннЯ не рис. 6.21. 

Изменение ЗЬ , в импульсе можно найти, поделив два 
первых уравнения (2) на 3-е уравнение п (2) (!/•! о*). Получим 
0 • * Х, /^Я,*0 • 1-е. в импульсе / я -Т, - постоянны. 
Синтез оптимальных траекторий при входе на особую миниьиль 
показан на рис. 6.22. Оптиѵяльная траектория состоит из иѵпуль- 
са до кривой »^(Ь-|> . Іцио ш соответственно, дви- 

жения ло этим кривым в сторону аг,' и импульса до точич *1 . Син- 
тез при сходе показан на рис. 6.226. Синтез очевиден, так как 
- абсолютная «ингавль, а остальине участки являются 



учесткаѵп максимально быстрот убі 
,гала (н силу вогнутости /.(а,) ). 

Я - 




іпс. 6.21 



4. Системы | -го иоилисц ^шииольиого 



Пусть система (2.2 1 ) 

I •№.[*,*) *І . * ■* і *&)"•! *<Ы (I > 

«уйти» непрерывны к двМ-еровцяруеми. Применяя обычную 

процедуру, находим: 

ОД-ііН> - А і А' - * Щ ' А 

для оптима іьиости неовходимо выполнение раііенств: 

Воего таких равенств *« , Беда соотношения (2) справедлі- 
ви во воем «азовом пространстве А"Т . то, как і 
необходимо и достаточно, чтобы интеграл (I), 



не зависел от пути иЯтегркроЕанкя. Таким оорпзом, в 
(2) во всем фазовом пространстве являетоя необходимым и 
:ым условием полно» инвариантности системы (I). 
Вели ив (21 справедливо только на некотором 
Х*Т . то система (I ) будет инвариа 
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Г л а в в I П 

спЕлшышЕ яотташ і РАЗр.:витсть 

ШВШ ЗАДАЧ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАЬШИЯ 

Попытки применении классического вариационного нечиоденин 
и принципа максимума І.С. Поитрягииа к техническим задачам 
оптимального управления в больжииотве случаев разбиваются о не- 
возможность реаить краевую вадачу. 

В этой главе обоуждается разрешимость краевых задач, воз- 
никающих в теории оптимального управления. На простых примерах 
показано, что вти трудности возникают не потому, что "плохи" 
меюды ранения кроеных вадчч, а потому, что, оставаясь в рамках 
классического вариационного исчисления и принципа максимуме, 
многие краевые задачи ревить невозможно, включение в состав" 
экстремалей специальных режимов (особых, схольаяних и импухьсиых} 
повволяат избежать многих трудностей. 

ЦіГи раэрмв^1 Р "' вВ ц 0Я »" С4Ы Т 0 * 0 "" 1 "' """^ 10 " "' м "• ■»*•■»" 

Напоминаем, что типичная задача оптимального управления 
заключается в следудцом. Требуется найти минимум функционала 

на который наложекы независимые дифференциальные свяви 

Здесь 'С*)'^*),., я^МИМ -мернеп, непрерывней ьектор-фуик 
^ШМ разовых координат! и(*),\и,(Ц,. .,«,&))-* -мерная, кусочно- 
непрерывней вектор-цункцня управления, принадлежащая ограничен- 
ной иблаоти V типа Ч«*' Чі • Кти . 

Ррлкичнме значения Л для простотм будем считать циксироиви- 
ными: >*і(Ы**ІМ, іі*й,^*і, 
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Как известно, уравнение ІЛлера и условие ііойерятрасса в 
вщияинионном исчислении либо принцип максимума Понірягжнэ [I] 
гл. П пгиводлт к уравнения» и условию 

А.-Н,, . Й^рН, (1.8) 

Г» Н-Мі(*,*,и) , А Ѵ - неопределенные «постели Лагпанжа. Та- 
ким образом, задача оптимального управления сводится к двухто- 
чечной краевой ->адаче для системы обыкновенных дитМерскпиаль- 
иых урявнени* (І.І)-(І.З). т.е. и подбору таких начальных 
УЦ • чтоСи получить заданные Ж* . 

Для решения краевой задачи применяют либо метод наискорсі' 
гоего спуска, либо метод Ньютона [2]. 

Слтол наискорейшего спуска «аключзется в минимизации не- 

М-фаі,)-*,]', 

где Іі'0 - нехоторне весовые козМ*""*"™. а метод Ньытонз - 
я определении поправок &к(*і) >" систем» линейных уравнений 

гле -Хц. Оба эти метода дают способы для определения 

такой последовательности начальных векторов Х^) . чтобы М 
и % убывали. 

Как пришил максимума, так к классическое впричипониое 
исччсление производит на специалистов-техников больвое впечат- 
ление простотой алгоритма для расчета оптимальных траекторий. 
Однако при применении этих методов к большинству достаточно 
сложных практических задач, как правило, не удается решить 
краев™ задачу, несмотря на эначительпие расходы машинного вре- 
ѵеп». Типичше трудности, которые при этом возникают: отсутст- 
вие сходимости, болывя чувствительность траектории к незначи- 
тельным изменениям начальных значений неопределенных мнелите- 
ч»й . попадание в местные "ялы" и т.п. 

Разные усовершенствования и применение других методов реше 
ния краевых задач обычно ие помогают. Вместо с тем, как ясно из 
фгаик», оптимальное решение для заданных краевых условий воз- 
можно, ибо существуют ■еоптимальные траектории, соединяющие 
заданны» точки. 
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Н гл. У, УІ мы разбирали три вида спецянлышх экстремалей; 
особые, скользящие и импульсные. 

Покажем на простейших примерах, к каким последствиям а ре- 
шении краевой задачи приводит наличие таких режимов. 

Пример 2.1 . Найти минимум Функционала 

іф<*і ь *»и, (2.і) 

Пользуясь процедурой принципа максимума, получим 

Н'Хи-*', Х*2х, і«і<*в,, кчѴЩ.о,. (2.2) 

Отсюда видно, что в верхней полуплоскости яі, і возрастет 
ет ре>» , і' >0 ), в никиеХ - убывает {х<0.Х<0 ). Ь<:ли Ш>0, 
тс ||< I і траектория будет иметь вид, отмеченный на ряс. 7.1 
цифрой I. Веля -/«*(«,)< 0 , тс до линии. ■* = О произойдет перекль 
чение и траектория примет вид 2.3. "ели ьДм-/ , то траектория 
- единственная и отмечена пн4рой 5. И, наконец, если Х(р)--{ , 
то траектория неопределенная и монет быть либо вида 4. либо 5. 






1_ 






1 






■1 


1 



Рис. 7.2 

Таким образом, выбирая любое Ш . можно попасть в любую 
точку отрезка АВ и в отдельно стоящую точку С . Найти опткмаль- 
( ную траектории соединяющую хШ.І и точку а (см. рис. 7.1), 
в рамках принципа максимума (2.2) просто невозможно. Здесь Санк- 
ция невязки М (1.4) и Іуіікция тѴ (1.5) 'разрывны (рис. 7.2), а 
«потому говорить о сходимости г.ті метол* наискорейшего спуска, 
так и івтоля Ньютона бессмысленно. 

0МОТС с тем і существование оптимальной криво», поединяхаей 

і *с«-в , 0 , евгишо „ Т0Ч1І)1 ірвии щ0о ^ ншш 

нчл (,;.!) ѵ<>«нп Т|«ктор П ть как зачэчу д минимальном обмке тела 
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вращения, когда на иак.эн кривой наложено ограничение 
Это также ясно я математически, так кчк кривых, 
эти точки, бесконечное множество, йуктионял і 
а потоку среди втнх кривых должна йыть і 




№ . В са- , 

мом деле, пусть в результате процесса итерации мы подошли к точ- 
ке в . При сколь угодно малых отклонениях от эинчеиия АЙ)«-І 
хО) Судет скачком переходить из & в С и 

Этот вляментяряый пример для гряничного значения |»(»)|«1 
реячется весьма просто, если в сост-л экстремали включить учас- 
ток особого рсшіма Х»0 . Олиакс на нем легко убедиться, что 
игнорирование суцвстаовоиия таких участков может быть прнчиио? 
неразрешимости краевой задачи и чувствительности конечных эначе- 
ниг к варьированию начальных А , так как область фазового 
пространства будет иметь "пустоты". 

, Найти мхнималь функционала 

7-і>'-«"УМ-«, , хО)-а , ИІві. (2.3) 



і * 
* 




Н»к*-**#, і.и, «-«И, *ш*ие,, кт^*н^*е,. (2.4) 




(2.5) 



рить граничному условию л 00»О 

Здесь причина кроется в 
участка со скользящим режимом. 

Пример 2.3 . Найти минимум функционала 

Согласно прот/одуре прияпипа максимума 

/Мй-*ѵ«, Ы, и. -А-М -о, (з.в, 

Используя краевые условия х(-і)--і , находим с.-.с.-і или 
ваясь разными начальными КЙ)—2С, , получим 
яи (рис. 7.3) и функцию "певяэки". показанную 
на рис. 7.4. Отсюда слегу^т, что мы можем попасть в любую точку 

гѵг 



семегство трп 




Рис. 7.3 И»" М 

х((,) при і,'0 и только в точку С (*•-/) при 1, « I. 
выгсднеВапя траектория, соедияяхщая точки Див, 
ибо существуют неоптимальннв траектории, проходящие через эти 
точки, и функционал ограничен снизу (см. (2.5) ). Здеоь «и так- 
же сталкиваемся с невозможностью решить краеву» задачу в рамках 
прежних методов. Причем "виноваты", как и ранее, не імпода ре- 
шения краевых задач, а присутствие в і 
вого участка. 

При оэнакомлеяии с втнми 
нросн: так ли уж часты эти специальные режимы? Ведь 
же без специальных режимов до сих пор. 

Прежде всего покажем, что ьти Примеры - но един 
логично строятся области достижимости в примерах (Жф(*#)« И"1)1 
I) !*,.*'♦»«-««, І«І«а, Ѵ*І, в >0; 

или в более сложных пространственных случаях: 

о 4,.хі,аі-щ-и|, <*і-и,,іи,|*і, |<д«|, 

Относительно распространенности специальных режимов можно 
ответить следущее. Эти режимы отсутствуют, если система урав- 
' иий (І.І), (1.2) - линейная как по управлению, так и по фазовым 

координатам, либо функция Н*Н(М'М - выпуклая по и при 
< лггіых I и А . 

Что те касается общего случая, то скользящие режимы, вооб- 
ще говоря, прѵ некоторых грзміпных энпченпях почти неизбежны, 

■ИИЯН гі = Н(*^і и ) при пакю:-то яомбингщкях х , А 
имр»г дпл или 4ол«е Ий .чігЩлм, т.е. они воэняхалт, если оспимя.-.!,- 
во". упрзплепие мотет *н<ть переялтяндг , что бь»я« п бользгистге 
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елучаеь. Имцульс.ный ре«им возможен, еоли суиіиству«/г такие ком- 
бинации а . X , что іирН'»т. И особый ражим возможен, когда 
в нелішеинс-1 вадаче одно иди несколько управлении входят линейно. 

Воля обратиться к задачам техника, например из области диіш- 
миьи полета, то можно уводиться, что специальные режимы существу 
иг в большинстве задач. Так, если зависимость тяги двигателя от * 
расхода топлива линейная, то при оптимизации работы двигателе» 
возникает особыЛ реким. Ксли характеристики нелинеСнан, то - 
скользящий. Если величина тяги не ограничена (что принимается * 
во многих эадачах ради упрощения родшнин), то возникает импульс- 
ный режим. Таким образом, во всех основных оптимапышх задачах 
динамики, таких, как наивыгоднейшая траектория полета рЯМТСі 
вход коомического корабля а атмосферу, переход спутника с орби- 
ты на оронту, задача максимально!! дальности горизонтального 
полета самолета и др. , содержатся специальный реіиыы. Суместьо- 
вание последних и является главно,! нричино" тех трудностей в 
решен-и задач динамики полети, с которьѵи исследователи стадии 
ьаются в настоящее время. 



Градиентные методы решения оптимальных задач не в состоя- 
нии помочь в таких случаях, так как они позволяют отыскивать 
только слабы! минимум и не могут служить средством борьбы со 




53. Сапдяжешшз точки - источник местных "ям" 



Другой источник трудностей в реиении краевых задач - воз- 
можность наличия сопряженных точек на исходном приближении, 
с иоторого мы начинаем процесс итераций. Однако трудности, кото- 
рые при этом возникай, совсем иного порядка, чем трудности от 
специальных режимов. Они приводят не к появлению "пустот" ил 
"мертвых зон" в пространстве І(, ан местным "ямам" в завис и- !• 
мости "невязки" конечных значении как вунгаши начальных X и '• 
и ложным реаеииям. Под последними понимается экстремали, кото- ., 
рыв удовлетворят заданным граничным условия!', но том не меиеп 
4ункиионал на них не достигает минимума. 

ПрАдемоиотрируе» етг пиление на при. ере известно* зочпчи 
о брахиотохроне. 

■ иЩ» Ы« (Задача о «ЩИХДШЩИ) Шп кршув. сое, , к». 
П» ияйнияка точки і ІІ , двягчкпі. по ім>маг« кз кииаі \ 
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действием силы тяжести (трением и сопротивлением среды преиеЛр"- 
гаем), материальная точка достигнет точки В в минимальное 
врсѵя [З]. 

Возьмем точку А эв ітчаЯз координат, направим ось я го- 
ризонтально, ось | - вертикально вниз. Задачи описывается 
ѵ решениями: 

Как известно. і(3, стр. 35), >М»Д*| ^*"^^))^^ 
принимает вид 

где Г - параметр. Постоянная Г - радиус пятящегося круга - 
илходится из условия прохождения через запанную точку 

Пусть мы задались некото- 
рым значением ( і « результате 
расчета получили траекторию, 
изображенную на рис. 7.5а. 
Эта траектория содержит сопря- 
жении» точки а , 6 и имеет 
"невязку" граничных условий 
М=(ЕВ)' • п * сть в ороцессе 
-реаения краевой задачи С изме- 
няется так, что невязка ЕВ 
уменьшается. В результата на- 
ступит момент, когда иероіика 
циклоиды станет на одну линию 
с в и омезсиие как а ту, та* 
и в другую сторону Судет уве- 
личивать невязку (рис.7. 5о). 
»1ежду тем краевая аадача еве 
не реиеиа, точка Г не сов- 
местилась с точно? в . П за- 
висимости М*М(с) получилась 
местная "имя", 
тс можно решить граничную иЛТИ» 




Рис. 7.5 



Вели зту яѵу преодолеть 

чу, но зто ревиние будет ложным, тлк как вкотгемаль «улет оо- 

яявгять оопрлжениу» Точку Л (рис. 7.5в) и не Судет мгчп-.-яльп 

пііт(>г[«'лч (3.1). 
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іыіэкиА/ от С 
на ряс. 7.6. Значена 
С, еоотвеотвует мвстноВ "яме". В 





.. е»с, - к 
"^ 0, 7,6 дачи. доставлящеА 

ралу (3.1). Эти эяоченяя харпкте- 
риауютоя теп, что процесс приблк/иний начинается с траектории, 
к. Иау— I «ммиаикмк ИДИ (рже. 7.5г. траектории 1,2). 

Укажем *ее два примера, в которых процесс уменьшения ие- 
вяяки , начатый с ложной ммнкмали, приводит к ложному нянамуму: 
I) й.и, в(в).і,к»).і ,0*0 , 0*І4І; 

Основываясь на геометрических соображениях, автор Оарет на 
своя смелость высказать в качестве гипотезы следующее предложе- 

ЦажДрввжвд іііі Пусть область разового пространства <«, 
занятая акстрв мелями, односвяаиа в не содержит внутренних пус- 
тот. Пуоть вхстремали втого пространства содержат только ооппя,- 

Тогда методы иаяояореивего опуок» или метод Ньютона, осу- 
оеотвляемые с деотаточяо малым шагом и начатые с 
мали, приведут либо и местнс." "яме', живо к . 

Сопряженные точжи - не 
Специальные режимы также приводят к местным "ямам" и. 
даже чале, чем сопряженные точки. 

Пдимед 3.2 . Наіти 

• і..г",йт, «,.0, ♦,-», 

По прииципу максамуш 

»/•... 

«Чжусн и ;клоччптг.я И1 



-Ѵ.хйЫ. (3.3) 



Так км о-Зраэом, 
рассмотрении. 
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Экстремали представлены Мы рас. 7., . 
Легко видеть, что процесс нтерииил 
по умншиник "неьяэки", нячатьЯ 
с іікстремялямж I или 2 , приведет 
к местиог "яме". 

То же оамое откосится я к прн 
мерям: 

1) і,.-скх, 4. и, |Ц|* 1 

2) *» я ~?~і > І«І «1 , а>0 

Что делать? Такс* вопрос неизбежно возникает у ичиге ли. важно 
ни только установить диагноз болечви, но и указать средства 
для ее лечения. П качестве "такого средства автор я предлагает 

кетсшв решении оптимальных а-лдч (гл. П), которые, г. 
ти. дают алгорятмь дли решѵния чадач со со 
(гл. Ш-У). 1 

?4. Некоторы» рекоменд'ляк 



Ркс. 7.7 



стны- 

I ... 



ВороТьсп С СОПрЛ^КННЬІМН ТОЧКН1ЛИ к псрождііЁМкиг. кѵк 
мп "ямимж" можно, аиииѵчеіи ѵлг.д,и«и» пут^м. Я|* ОПІ0И» 
п; гскикеніиі р&ссчитквае-ся 4 А • / ) ■ н >■• -•■ " , с. ,<т • 
04(іі) іечкл ж(*і) дліг блекни »(<«) , но теки , чтобм оя,юда- 
ааСМ* ираСМІ Л,).1,І,. ,1 . Где ^гч'гЧ" . •» ОМ пи- 

вен нуль. Интегрируя нл юігереоуиінм Вас интервале і 1 ( , », ), 
вычисляем определитель |в«і|(і)| , і,і .где Зх.Д*;,-»,, 
Сели этот определитель не обращается в нуль (имеет при любом 5 

Кі*»] тот же порядок, что и на всем интервале (і^і,) ), 
то сопряженная точка отсутствует. Воли же при некотором 1;С(<,,І,) 
вте условие нарувается, то вначале рвапется эадача на максимум 
отрезка Ц * # , пока не станет <,»«,. Полученное решение и 
принимается іа 1-е приближение*'. 

Так, если вернуться к примеру 3.1, то видим, что в точке 
О (см. рас. 7.6а) определитель 11^(1)1. в . ибо 

-»і»»0-в«0 « 1*и'*0-И и *і-Іжі, следовательно, « 
пряженная точка. Решая вадачу на мажожмум 
мум невязки или 



отрезка 4, л ( 
«»-(•-*.)* ) 



Этот метол апер 



Рулев. 
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сопряженную точку а кэ интервала интегрирования (*,,*, ) 
(ом. рис. 7.5г). 

Теперь, имя в качестве 1-го приближения экстремаль I 
(см. рис. 7.5г), не содержаиую сонр ,: лепноЯ точм, можно прасту 
пхть к решении краевой задача. 

Продемонстрируем некоторое результаты, изложении!. " 
гл. УП, на 

примере 4.1 . Найти минимум '.ункпиоиала 

Х,*Соіу , 4-Ц, ,х(0).0,х(>*)'0. (4.1) 

Если воспользоваться принципом максимума, то получим 

Н'ХУ-ещ, і*-нпх і и-цлА ,х.±і-е. 

Экстремали имеют вид ломвяш, лолвблпився около линия 
ХгО . СУІласть достижимости при люйах АГ*ш) каоЗряжена вв 
рис. 7.8. Она состоит из заштрихованной плопадв и любой точки 
на линии Д» . 01 . «аюкество экстремалей, прюходяхшх через 
вадаявм граигіяне условия, бескоиечнс. 




оообнй режим. 



Согласно теореме 2.4 гл. Л на участке особого режиме спра- 
ведливы конечные соотноиивия Ц* я р*0 (і*р), М»-51я*«0 
откуда без всяких интеграция походам, что на особом режиме' «• О 
х.кі ,(*. о, гі,.х ,.,„„.. 

По теореме 2.1 гл. Я получаем А-[^ (|*)] — СМ »>0. что 

действительно только при **>М| (т.шЦ.іі.іі,..). Таким образом, 
из вен особых регпиов з.ку только режимы , когда г - нечетные. 

удовлетворяет тЛходему условию а доставляют минимум х,(і,). 
178 



„р. иомож, теоремы 2.9 гл. УІ каходам ***** Ш Г™™ 

особого режима Ы-АшО. ва1И ѵ«.«нае в момент моя». 

• Условие входа ь особы* режа» - ■-"■"■■■■^ 

ГзтГ усГвия. З^мо-ент = >» ^го ^ШШШ. 
"^"'"з^яшѵ г^иич^вГуыовиям яГ 





Рас. 7.9 



что скользящие 
/которые иногда получаются на ив- 1 
ввиду невозможности схода о особого 
і схода вв условая маг/ траектория снов» 
отвданмется на особы». оводьвящяй. рахвіі соответствуют аах 
раз неоата-альинм особым режимам, н. удовлетворяли» условиям 
теоремы 2.1 га. П. Теорема 2.1 гл. У а неиотором смысле гово- 
рит о "нвуотовчавоота" давженяя по оптимальному особому режиму 
а то время как малаша воспроизводи "устойчивый" неоптинальаыи 
режим. Однако малину нетрудно ааотавать воспроизводить именно 
оптимальный специальны! режим, вела после входа в такой рва» 
при проверке шМ менять ваах Н* . Это повволат - 
чески ^рааоааЛ неоптвмальвые спел аильные режимы (: 
чввоста траеаторая будет оразу ав о них оходвть) а 
ся на оптимальных опеааельных режимах. Сход а< с оіг 
тиыаилижая анаа У Пч ■ 1 
,(ая налетая ав него) 



можно задевать, 



1'1 



• I. А. Л. Болонка*. О разрешимости краевых задач оптамального 

' і управлвыжя. Труди академии им. Н.1. Іукоасаого. вып. ІШ. 
, 1966, отр. 103-128. 

. 2. В.Л. Закускив. Справочнак по часленннм методам ревеквя ал- 
I гесравческвх и траицеидевивих уравнена*, «аамвтга*. 1960. 
',3. л.Э. Эльсгольц. Вариационное асчвелеяие. Гостехвадат. 1952. 
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Глава ЭТИ 
ПЕКСТОРЫЕ ЗАДАЧИ АЗГСИАТШИ 

51. Эі»яч« ммнтаязапял энергии сигналя 

Пуіть ; 



Требуется миниииэяровать ^гниіионал 

І.ГШ сі.3) 

при краевых условна 

іГіС-^-О. (І.Э) 
В работе[1](стр.ІВ6 ) пэк.зэаво, что этот Яункпионал часто 
связал с энергией сигнала и(і) , например в электрических депях, 
в регулировании положения ротора двигателя постоянного тока с 
управлением по тону возбуждения и т.д. Поэтому данная задача и 
получила названия задйчи о минимуме внергнн сигнала. С математи- 
ческой точки зрения функционал (І.Э) дает шейку величины "стои- 
мости" управления. 

вту задачу методом максимина*/. Возьмем У.ч,а, я 



я/ 

' Ул в а ппм д т мм ц » метод мякскмина для случай конечного *і . Ув«- 
тчтт неограниченно I, , мокло перейти к случив I » м . При 
этсм трооттсч лг,п<ѵшкт»льяое предположение. ЧТОПЙЦ СЮДИ* 
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выражение & : 

Из условия ія/І>-о» найден 

Ві> Г. 1.ч.Ц,^і\.Ъ) 
, Пусть Д, " "Р^тие корни х^рактернст* 

нил ДЫ»0 свотемы (1.5). Обвее решение будет 
Чі» С,6)(а) е* 1 , і,і-/,і....,а. 

Аіи С, - произвольные постоянные, 1; - мжворы д(^> , лвляшиеоі 
дополнением влеѵента с номером і первой строки. Пусть р,* " . 
Тот* ««1.6,: ^ )я0 (Ь7) 

Полагая 1*0 , из (1.6) няд^ю С,тт,^, и 

где /иь '- известные постоняные. 
Из условия іа/і следует 

" В,*и- »ііі'0 , и.іі^. (1.9) 
выражение [X,*] и (1.5) в (1.4), ияйлем ■ 

(ЦП)) 



8 ю т. учитываем (І.6), (I.?). Тогда 



/Ь«.^іГі,т, ; , у ,л, 1 .^ГЛ •І^Ь. <ІЛЛ 

Здесь йм - известные лостоянныѳ. Птоть квадр«тпна.ч форма 
(І.ІІ) - положительно определенная. Из угловая 

і^»7^^г^і-^і»**иѣ»щА (ІЛ2) 

рѴ*>яѴ>м, а.») 

где - известные постсяниие'. 

Тал кал каждый текулт! 1 момент временя і 
й, то подставляя (І.ГЗ) в (1.9), иол 




на те, что: I) при решении методом мвлсв- 
реають краевую задачу/ т.е. подбирать значения 
чтобы удовлетворить (1.3). Условия 
(?.3) автоматически аоали в (1.12); 2) при об* 
ния (например, по принципу максимуме или классическим 
нсчяслеиимм) интегрируется система (І.І) и (1.5) 
замкнутая (1.9). При нгпслмояянкя «етода млксиминя в данной за- 
кпче для получения ОМТСЧя тщппмииг жіітсгрпрпвт.те-ь только 

"1 



""'"оп'утнс, ' «опрос '™ ГЛ ™™™?1 лТЕГ 

ШУЛ^йДі определенная. И система Г^* Ю Ѵ 

Боле, того, всполмуя выпуклость V « • _ ' ^„„^. 
вать что оистемв при укаваниых условии будет устои «. ( 

-Г&ХЗШ п^-Р *» ^о-отрвн И».. <»• 1. ». 

ПРЮМР 2.5). 




Пуст» , 



качества I"» 

. «\(Ч.іі)Ыі . 

ко»^»іеят* « 



Здесь глровлвві аіодя? ывлинегкс н 



(3.2) 



. „ | . Граничны* условия 

. чей-*,**»!*- (8 - 3) 

Прямят -втол макивпм. Вбвііям Г«М< • То « а 

а •««(•}% • *м* 9Ыт * чмм- м< < г - 4) 

Не условия Ія/І ►-•» получаем 

»„»>*-І«.(«».»»Ѵ<М-», Ш,ЦІ...,Л. (2.5) 

гха |, - «ачелмые еначеяня К . ЩиЬ) - нормированная МпЩяМн 
талівая ошотвма ревени* однородное системы, ГІТ^ " ч-астме ре- 
а»«вм неоднородной ояотемы. Подстеми Я.6Ы2.7) ■ (2.4), про- 
иянмгреруем я соотаанм выселение Л ♦1ЧѴ« • Величина этого 
вырамнил будет определяться только начарыівми онпчениями 

к? (Ы • ^[<^ я (»«.«.^»ч.*,і.)4|1[і.| и )^. (2 • 8, 
м 



гтыг-янвавм С.-Л.ЙГ( 1 «.,і»і)«э (2. В) в подставляем их 1 (2.6). 
Привяжем *Д как значения текущего момента. В результате полу- 
чат сюпе» управления вяла ^„^, ., и^ (2<9) 

Этот синтез является полным, ибо дает управление для лгвнх 
» значении Язонах координат пе правом юте. Кто мотао использо- 
вать при наведении раяетн или самолета по подвижякм целям бея 
, прогнов» будущего полоиення пели, 

' Интересно, что здесь для получения синтеза, точнее для «ЗО- 
ЯМ обвей задачи - полного синтеза такие пришлось интегрировать 
только систему (2.5) порядка п , а не систему (2.5) совместно 
с (2.1). (2.6) порядка 2* , КМ это пришлось Он делать во всех 
других методах. При построииии се полного синтезе известными 
методами в случае, когда невозможно найти решение в обще* мде, 
систему порядке 2/1 пришлось он интегрировать бесконечное чьсло 
(кокткииум) раз. 

Таким образом, прок? .'сгрировав систол вдвое более низко- 
го порядка, чем в других N годах, ш получили речение и<- обычаи 
задачи синтеза - попадание г ягц-аньую точку из длбого начального 
положения, а ііначятелыю более оогсс-И задач» і точнее - все миоіест- 
во обичпых сннтезор, которое состоит из оптимальных траекторий, 
соединяйте любые начальник я неточные точке. 

По-вадпюяу, метод гексчмянл наиболее Ме) чсполмует 
добыв упрощения в уравленнях задачи. 

"гаме с 2.1 . Реашть е влачу 

*і«Чч( вЛ)-*,«АЦ (2Л0) 



-#*|<Г*-Г*;«І», т.п. *,>и. 
у 2 яГг'--<?-^ ♦*,«•'■.*,,-«> , 2 . ІЗ) 



иицсташяя (2.13) ь (2.12). а (2.12) I (2.П) I 
аи текущие значения, поляке» псляыК синтез 

6 частности, если а-0 . Ы . » ММ задачу Р минимуме 
. Ц .рг™ еИ ^(5І>.«.І«прв.^ ет » М (2л5> , л 

Мы здосі. интегрировали только одно уровчекие 1-ГО порядка - 

(2.12). При решении же втой з і/.апи принципом мнкспмукя иеоб/.оли- , 

мо вши вы интегрировать систему глух уравнении: 

р = ~р*И , ('•'&) 
При лшвои изменении а «гунхииях («Дк} и решепи» по методу 
мшснмхша дополнительных интегрирокшиіі ні^ трлвуетсі . Так, если 
в (2.10) функііиона/ имеет вид ,Ц 

[.[(ая.іиЧл*, 0.17) 
то к- В« г "'->«0а О пуч««м '• 

Іі.тТ, (МВ) 
и, пов/танлия (2.ТН) і. (Х.ІЗ), а (2.1?) і. (2. '7). Ннхомм пол 
ам» спитая дли (гуихиаоналіі (2.17): 

При рея'*»* »» го іфаипкгл мчцсимумз (* 1*3 стали 91 

: '" 1И "-'"'" А-^* а « (МО) 
і не толып ірпиюсь ви пр желать пеѵгу члио-к . ио * процесс 
интегрирования эначит-тио •ОЛлникщам Лм и мог привести Я интег- 
ралам, не здраидксхмон через элементарные і'уикнин. 

Кроме того, метол макиимина в раде г^учяев позволяет попут 
во'реить вопрос и об устойчивости системи. Так. пусть ш»в , 

— . Подставляя все это в (2.19) і припнвпигая (2.19) к (2.ІЙ) 
подучим Подставим а свою очередь ио в , тогда 

т*.-|«« • Примем У за ійгнюіив Ляпунова V и найдем У*^ш.^в(ч'к). 
»-**Л-№.4**ДГ-*Н; • Мы видим, что Т<0 , 0 в области 
Ѵ\<Л • Ъ*0 в области |а|»тТ при лфі а, следовательно, 
пап синтез дли йиюіионала (2,17) асимптотически устойчив при 
і*ИЧТ • устомив при !».и/Г и неустогчиь при |кЦ».ДГ. 

При использовании іе принципа макпкмуѵл вопрос устойчивос- 
ти свелся вы к подбору Фунгаіин Ляпунова для нсчииеСной системы 
(2.20). 
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о точном МОМЯМШЮі 
расхода у г .плива 



Понаяем. каким образом ыожио применил методы | -4уаюи. 
мл* в задача* с неяналитичеоким* функционалом», не решаемых 
или с трудом решаемых г.уцествуицими методами. 

А) Пусть раШШШ системе ышеисиется уравнениями (І.і> 
■•-.и краевых условия» (1.3). ь .іунюіисішл (1.2) имеет вид 

Г-Адл. <3,1) 

оту задачу ЩЯШ тгиктовать как :.адачу о точном регулировании, 
ибо в отличие от квадратичного іунтіиоіігаи мяльм отклонениям 
прилается тсдеаі ив "вес*, кзл и Зольашм. К эпднчс ни применима 

обычные ІкМОХШ. так как ;<упіагиокіл не аналитнчен (но дк^ереи- 
плруем П Л1ПІИІ »,•() ). 

отменим Іуііюіиоііьл (3.1; функционалом (1.3). Получим зал^ 
чу в минимум энергии сигн.ѵі.-, , которгіг решается до контш (5І>. 
іогда согласно гл. 1 лучшие решенш, згоичи (3.1) будут внутри 
области (тооремл 4.1 гл. I): 

' і&АЫАІйиЫ, (3.2) 
- миним-иі эалачн (1.3). Ута сіЗласть покізані на 

рис. 8.1. От не яуота, так как при кспольяо 
валки і:гіііТ"-ій (1. 14 )»,■<, и, как елвдуат и» 
(3.2). суше 1; твутт решенил у неравенствч (3.2і 
по и , ;.'сдп кита вийрать и так, что в кл« 
ЛЫ" момпг.т онс .удзг удовлетвоілт* г-^міому 
МВМИшиц (З.і), то значение 'унюіионалн 
(3. 1 1 вулвт заврдомо 
Лнллогячно мохн" нлГгл пДііцЦ і/тц.и 
п»пяи/итк"(>скіеми цун 




р-ш'мж :■ .ал,.ччл 




1М аиц, когда поицйтеі'рдльи«,.. м-ониеняе 
УП^іаті фѵнміиві, тпммор 



меоЭи .'унвіѵс 



іУічестІ 
<л.і ш щюа мотчп нл'тп 



(3.3) 

ШІ 

. (3.5) 
н.ляетоі« 

I». Х,.0. 

унвіѵонала (1.3) мстоо 9рщ ШЛсІі іцыкииоиа і 
атв ге И аШ чМ ІВиІ иПОШЗ* и 
1*5 



К связям (І.І)і которые не обязательно долины быть линейны. Ес- 
тественно, что вид области "лучших" реаений будет зависеть от 
г.иПрчнного ііуикшюналя. 

Заметим, что задача (3.3) при достаточно больших « явля- 
ітсл приближенной аппроксимацией задачи о минимуме максимального ( • 
отклонения координаты хр) на [<<Д ( ] . а задача (Э.5) при ^«і 

симе от вида связей (ІЛ). 1 ѵ 

ДВТтТУРб К Гладе ГШ 
Г. М. Атвнс я П. »алб. Оптимальное управление. "Машиностроение". 



Г л л в а IX 

ННЮТ0Н1В ЭШЧИ ШШХЛ ПОЛЕТА 




А) Угол 

выбирается достаточно малым. Повтому, 
наклона траеитория и местной лини 
»и« ураанвяія входа летательного 
(бея учета дальности полета): 

й-ѵ«пе, ал» 

Г- ; а* 

чдеоь Я - высота полете, V- скорость, X - сопротивление, , 
Ы- угол атаки. р - грел итая ионное ускорение планеты, 
I - подмивсая сила, т - масса лататальяого аппарата, Я - 

ттят ю центра планеты. Я- Я.* И . где 0, - радиус планетн 

,^:яГ~ ' """" Т ^ 

Х-гств-.)^, У.ігіфѴ, »•« 

ІЯ6 
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плот- 



Задаяы ыячалыше условия входа И, , V, , в, . моменты I, , 
{. и конечная высота и. . Значения Ѵ..І. свободны. 

Управление осуиеотвляется углом атаки * . Требуется ука- 
зать множество траекторий прі двииеиии. по которым к летатель- 
ному аппарату будет подведено тепла маньие некоторой величины 
(задача в )• Количество тепла, подведенного и аппарату, дает- 



9?Ай задачи воос 



Б) Для решений в«й задачи воопольауемоя методами р 
ционала (гл. I) в оочатавии с методом обратной подстановки. 
Воаь-емГ .виде ^^„^ 

где в,,с, - постоянные. Этой функция соответствует функционал 



(і.б) 

о о птимйльинм-управл 



5 ' 4& ' °<>0 . (1.7) 

Он определен на тех не самых допустимых кривых (ІЛ)-(ЬЗІ 
Значения в, , С к подбирайся таи, чтобы удовлетвори',, веданно- 
му М. на правом конце. 

(1.7) дает синтез оптимального (в смысле абсолютного 
кривых функционала (1.6). 




.где чертой сверху обозначения) ..чеиия переменных на 

ивииисяа » п ,. . г ( _ 



нанимали (Гунніноналя (1.6). г.и. решения ими (І.І)-(І.З) с 
управлением (1.7). 

На?)(вм зависимость левой ччсти (1.8) от V . Оонелииля по- 
стоянные величины в ленпй члсги нррввенствп (І.в), получим на 

І8Т 



к ; ілдоП Ліксшровннно" гнсоте -то неравенс И » виде: 

5десь с точки зрения )няики чч.пвчн а,,*, ,а, положительны. Зл- 
«сиѵость левоГ. части (1.9) от V изоброленв не ВМ. 9.1. Мно 
«ество значения V, отсекаемых норчовнствгм (1.8). не пусто, 
М как справа стоит допустимая тпчеяторяя. Таким образом.дл." 
«ччлоЯ высоты ми получаем ММШяЯЯ скоростей (^.Ѵ,). внутри П 
тогх.го выделяется тепла не «слнпго. чем при движении с уттрявло- 
кие» (1.7). Нанося эти значения не график //V (рис. 9.2). пол* 
■•ян "кпоилор входе", при движении пиутри которого летательны" 
пчпирвт будет нягрпреться меньше, чем с управлением (1.7). 




Уравнения, огясываяюяе лишение летательного эгігарята не 
постоянное кисотв, следующие: 

С-Ѵ , (2.1) 

А— >. (2.3) 
Здесь і - сальность полета, V - скорость, я - расход топ- 
лива (упрпяление). V, - спорость истечения продукте . -г-орчияя. 



ІРЛ ■ ТРГ можно в известном смысѵ. ..~«»іть пвиглтедямк по- 
стоянно" тети (игіі мимики расходе топлньа), ибо их тага 
С1ЯМШ1ММЯ -плп иавке я от скорости полета. 
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го аппарата, X - 
і,а«а^ . С, - коз 
ээдуха, 5 - шюшадь 



Ѵі>0, гц - масса летательного аппарата, А - сопротивле- 
ние, Х-аѴ , а>0 - постоянная, 
противления, р - плотность воздуха, 
иы виемя полета и рясхот массоч и 4 -і»| . 

лечиан скорость равны друг другу: Ѵ,-Ѵ, . Обычно задача ставят- 
ся спедупигм образом: на«ти закон исхода массы /С«) . обеспе- 
іиенши.І максимум дальности. -Та задача для случая нефяксировяи- 
«.ііого времени решалась «яеле [г] гл. ІУ. Он полям качестван- 
нув картину движении. Для получения численных результатов по 
его методу необходимо интегрировать систему (г.І)-(2.3). 

На примере втоі? и последуще» (53) задач Покажем, каким 
образом методом мвксиміша можно получать простые опенки снизу 
в задачах динамики полета, которые очонь близки к ябсоявтному 



Заиаднмся 1'унипиеп Уш^*1,П . Г »е 
Составим ііуккпиж» 6 : 

ЬІ-Ѵ-У,(Ч^>^.» / (2-4) 



ііэ/условия ЫВ»-*" і 
8 Г *|ДЛ, (2.0) 

Исключая л к 7 из (3.4) іфи поихди Ѵ 2.Г>), (2.6). получим 

В «-г?- . Интегрируя иго анратание (оно постоянно ), соотв*- 
ляя обменный Дункпюнал 3-й*рВвИ и читывал, что 



У'Ѵ,(т,-т,)- (-<,-*,), (2.7) 
Иэ уеловия іир7 следует: ГЩі^ІТ % 

"-'ѴЪ&Ѣ • <*•*> 

Подставляя (2.В) в (2.7) ч учитывая сноску к (2. <), оконча- 
тельно пп.тучяем с л едудіур оценку с низу! 

Міі иіце^ тні . поо-к'л.береы^.-;' . Ь силу рчненстна 

1л'(-/)«-Іи|>' ДЛЯ ПО >Ч»ПИЯ ПРвВКЛЫІОГО рвзуДЬТ .Щ В ОЯОЯЧЫ- 

Т8ЛМОІ» МММ НИМ наменять •»««*. 
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Самолет с КГС и данный»: $ » 20 «м 2 . 
V, = 2500 м/с*к. С . О.ОБ (при С, « 0.5). <? - ЭВ40 кг. со- 
вершат полет на высоте Ц - 18 М ( / я 0.0123). 
И (в едвнвцах массы): 4т = 77,5 Н^ЙС . Т 




Г 

Найлон оценку по 
Вычислим величину 



для сраьнення наг'дем, какова дальность полета при 

раооты двигателя. Для полета к 
вес е необ ходима окорость 

тяга Р=Й«4р«ц #1|| я, следов 

9 " ѵі *Ш'*' иг Ф' Врвмя риаоты при 8ТОИ будвт 

._ ГІ , .в, следовательно, дальность сості — 

тмуле (2.9), полагал - 500 

а.с,у.«#х^^ .«№(( 

данные в ДЗД ролучіш 

Степка видно, что предлагаемая опенка близка и 
функционала и,. в частности, режим постоянного расхода ыаі 
очень мало отличается от оптимального. 

Пример 2,2 . Самолет с ТК и данными: і-Ю^С-Цв! 
(при С, » 0,25), в 1 1 , 1» совершает горизонтальный полет на 
П =■ 18 км ( » = 0,0123). Запас топлине (мві 
удельный расход ТЩ С, = 1.55^^, . 

дальность полета этого 

Необходимая го 



льны* полет на , 



в тяга Р . $ . $Ь . і^ук ЛІШш , ш Й|)емя пплвта ^ 

ТЯ Ц » .ц ц' """ ТрПЛ,ІВа * улмьно " Р»<""«е раин»: йі -^- «*^І = 
* 1} ІйЯі " . Следовательно, дальность пплртч ~ 

работы дпигчтялн составит 
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Найдем опенку по формуле (8.9) при то» «в 
ти полета іі * І400 сч 



іидим, опенка является аффективно* 
с раэяыми типами двигателей. 



$з. Ведала, о полете ва мадоцѵаяьнэт) дальность оамолата 
руемым , 

Для летательного аппарата с ТЩ и пер 
"При заданном полоиенки сектора газа 
чески не зависит от скорости полета. В і 
вуются винты пе реме иного вага , у которых в широком диапазоне 
крейсерских скоростей к. п. д. практически постояивв. В «том слу- 
чае принимал , что вовшость двигателя линейно зависит от расхода 
топлива, можно представить 
за олег.уілви формулой: 



в I - постоянная, § - рвеход теплив*. 
(Э.І) в (2.1)-<г.З). 

: 



(Э.І) 



пусть «і 



(3.2) 
(3.3) 

(3.4) 



(3.5) 



А . 
•Ѵ.-Ѵ». } 

в для получения I 
чв. Вопит ^Г+К*. н гостим фикцию 

а- 

И» условия I*} Ь 

найденные , И в (3.5), получим 



я составим функцжо 

4 У '(-Ѵ-Л^ 
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функционал, учитывал, что Тог- 

Из УСЛОВИЯ ^><7 



ГЯ7і ' 

вытекает 



Или, подставлял это значение ь (3.6) и учитывая сноску 
К (2.4), получим оконч ательную оценку 



1- у «к «ж -"о * 1 , 



Прямец Ц , Самолет с норшневык двигателем / дакнііѵи: 

5 = 4СѴ7С7- 0,05 (при Г, . 0.6), 

N • І54С л. о., и.п.я. винта * = 0,(1, в • ШЗО кг, 
ТОЫИВ41 М - 7Н,7 кг. сек' /и, |ЯНМШ расходом топлйм 

С* ш кг/л. с. час, совершает полит ни нисо-е # = а км 
( ^ - >,0927). Требуется на»тв оценку ШШШтЯИВІ дальностл 



Найдем его дальность при постоянном 
ія скорость полета 



Время полета 



положении сектор* 

-«тт. 



^ л 1 ^ 415 Л ' Г ' тан ло таточнп дли горичон- 
тильнот поле-га: Й.^"^.,, ц.птр-'Оичя тяга раав, ъаснолагь, - 

Следовательно, М ПШ О Ц полета при МПШЧШЛ «чоиости 

і-Ѵіі -«я? мм~т.* 

ЪЛят ІМѴШММ лалькосг. ми «* « г «Св. Вшисднм ■ 
ППІ {«МИГ * * (3.3). 11ч Мммжя ,,.,тг*оно' и июяшмия 

75 7 а'-РИ паям /5 , 



■ліцности 
иакдвм 



..іГілее 



ш 



іт а! — 
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Г 



і »• 



и, что наиш опенка ыало отличается о» рекихв 
ем секторе газа, т.е. указанный 
зок к оптимальному. 

Пгшиеп И .2. Дирижабль с пораиевыки двигателями 
= 400і«, С» = С ,1 , А/ = 1 1300 л, с. , • =0,7! 
С, » 0,25 кг/л.с.час, запас топтана 4т » 576, 
лет на высоте Н = 3 км ( / = 0,0927). На»ти оценку 

Из условия М наЯдем скорость полета 
ф-сф ,у. 

полета 



Оли- 



т 



П7„ 



Т.е. дальность на выбранном рекюм равна 4>Каі - ■» і І4»«. 
. Применим оценку (3.7), считал 1,-1, »А< -Ііьге, 



что опенка дает 



Глава 



результаты. 



ПРИШІЙІИІІ КЕГСДОВ А -ФУШЦИОНАІА 
К ЭКСТРШЛШѴ ЗАДАЧАМ КС.ВДШАТ0РІІРГ0 ТИПА 

И. ООцая постановка акстое.— ,. 

КОМбШаТопногп т, уа 

А) Экстремальные за/.ччи комбинаторного типа ооіедишют 
широки» круг очень важных задач прикладного характера. К ним 
' »»І^ІІ!! Р ' СВОДЯТСЯ зэдач " те °Р" и Расписаний, календарного ила. 
нировамя, целочисленного программирования, балансирования ли- 
. и.» сбор,,. 1адача , оммтооіиераі ріамещен|(я „^,^ 

. залечи раскроя материалов и МОГИ другие. ВМ они облаЗ 
^.д ^ "оисиа ^т^ ГвеГо^ 
' \Т) < С0Ч «™"*. последователь- 

8ЙІ задччи яп , к ,,, ^ „ # тт$ те<ніте ( 

I» 



192-193 



чі-іі ѵчгикі.-. Например, задача выборе наивыгоднеЛвеП комбинации т 
ямегаяхся дви-зтелей, известных аэродинамических ;{орм и типов 
вооружения "при конструировании самолета данного назначения; 
запичя оптимального проектирования автоматичо-сия устройств из 
і'ч^о|ѵэ элементов, деталей, узлов и агрегатов с известными характе 
риітикякн. задзчи выбора технологического прочесса яэготоа"ения 
или сборки из большого количества возжокннх операций и т.п. 

си пор втим задачам уделялось мало внимания , хотя число их 
оіеиь велико. Последнее обстоятельство объясняется главным об- 
разом тем, что математически!* аппарит для решения подобных зааач 
нпчаклся только в последние годк к развит крйРио слабо. 

Б) Рассмотрим конечное множество X некоторых комбинаций 
і*ІХ М • Примерами таких комбинаций мог>т быть переста- 
піііки из я элементов (число возможных коі.йинапиі) іѴ» я/ ) , сочета- 
ния из п элементов по ж Ш Ш СТ). последовательности длины П , 
МиДкИ член которых принимает одно из т эначениі" (^»т") и 
т.д. Множество допустимых комбинация может быть задало я более 
сложным обрезом. Например, последонэтельиость длнни *■(»„«,,.. ,х л \ 
(л> -мершС вектор) .такал, что*, принимает одно из Ш гоэмолных 
и Ч*С*)«б , /■ 1,1, 
Пусть определена функция на множестве.!, т.е. су- 

стауег алгоритм вычисления ДО; для любой *ХЛ . При помо- 
щи каких-то условии выделены допустите комбинация, множество 
которых ХЬХ . Требуется определить ЦСХ' , на котором $,{Ц) 



Решение этих задач чрезвычайно трудно (2]. Для ряда таких 
замч предложены алгоритмы (иногда эвристические) поиска лгіве- 
го решения по сравнении с исходным вариантом. Однако вопрос об 
"лтшччьности полученного реиенип часто остается открытый, 
^••тодн в. - и р -^националов позволяют просто получить доста- 
точные условия абсолютного минимума в таких задачах, а иногда и 
іичгкпзнвают алгоритмы, с помгчмі которых мокло отмякать релгения. 




I) Имеется я мехпниэмов (заводов, отанко;., .идея п т.п.), 
-чин» из которых может быть игпольяовои на пн?-и из ц тідов 
!**« (на вып-ске определенного вида продукции, оСФэботке дета- 
' "о""""» и т.п.). Производительность ю катдо'' работа 
••••г.т» я |№ММ , пѵг „^^„„ѵ нор, ,-, я ). Гребует- 
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М тик распределить механизмы по одному ни каждую яэ расот, 
чтобы суммарная производительность всех механизмов Сала макии 



а такой задаче я/ вариантов. Если л » 20, то даі быстро 
лейотвуіщей ЭВМ, просчитывающей I вариант за I микросекунду, 
потребовалось Он четверть миллиона лет для нахождения оптималі 
кого решения. 

Математическая задача описывается следующим образом. Пай- и 
минимум ЫНІЩ {2А) 

пр« условиях: 1)^*</«' , у«<|,..,/» • 2 >](і*ѵ 

3) «в-Ц .<«/•*<..,«. (2 - 2) 

Перше два условия отражают тот Іакт, что на одну работу 
должен быть назначен один механизм (сумма элементов в строка и 
столбце матрицы равна I), третье условие - что механизм по от- 
ношению к данной работе может находиться только в одном из двух 
1: "назначен", " на назначав". 

гтим, что в этоі" задаче на применим метод множителей 

ибо переменные *у- дискретные и числа связей (2,2), 
я'»ія , больше число переменных я' . 
Б) Применим метод Л Чункпиональ. Возьмем а). 

где "і>* % РЦ> 1"< Чм - ностояюше. 

Составим. об.ібі«енныР ''ушшвонал 

Он явльетсп ні ,і|»:|мнноГ и лиІОереишрі -ѵоГ Іувкцией о' 
НИМ „ерем.. ,х *у . Вео«СОДІ«Ы условие экстремума д ( 

или г учетом связал іі.2) 



(2.3) 



(2.4) 



Вычисляя смешанные производные, получи* 

Ы Ч- ~ЩІѢГ ° + а *0 + *си* ♦ 1 «<і + К , 
,есля І*К т ІФЛ, 
Хі^оя* 4-(Г I ]т4. 
Выражение (2.4) состоит из оуммы линейно* ■ 
фор» . Для того чтобы точка * выла единственно» абсолютной 
ѵиииыельс, такого выражения достаточно, чтобы в этой точке 
«#•0 , <Л7>0 • Первое требование эквивалентно л' равенст- 
вам (1.5), второе - тому, что квадратичная форма 

Л&„Ц,«Ч«.>0 , і,і,ка-іЛ п 

должна быть положительно определенной . Напомни», что согласие 
критерию Сильвестра последнее условие равносильно следутпеву: 
мииорн , исходящие иэ левого верхнего угла определителя 
ІМдмІ ■ " олхяи быть положительны, т.е. 

М,>0 , *-4і,-,л» < 2 - 6 > 

В частности, необходимо, чтобы все А^і/ > 0. 

Выражения (1.5), (1.6) дахт я' равенотв и п' неравенств, 
свяаивапдо числа К,1,в,І . 

Теорема 2.1 . Для того чтобы допустимая комбинация *(/ 
(І,} т 1,1,.../і ) была единственной аСсолотной мияималыо Функиио- 
наиа (2.1), достаточно существования таких вектор-констант 
А.Ѵ, а, і , при которых выполнялись бы равенства (2.5) и неравен 
ства (2.6). 

3 самом деле, иэ (2.5), (2.6) следует : «V» 0 , (РУ>0 , 
т.е. точка & является точкой локального минимума. Но для 
(Іуяіщяи вида (2.4) точка строгого локального минимума является 
точкой глобального минимума. 

Предпслоч»ч, что все числа в( л , равны нули. Тогда 

элементы определителя мУг/^лІ , не стоящие на главной диаго- 
налу, будут попки пулю. Неравенства (2.6) превратятся в нера- 
венства /*до»0 , т.е. 

г л> »п , п. «г.?» 

Подстааяяя оюиа Шу ия (1.5) и учитывал, что согласно 
теории нерагеигти ЪЬЩьрОп 1 ( &)Ѵ,(*)>0 экливяленты , получим 

Э»есь п» треЛуктс- змпатяенюі іН неривеиств (2.5), пбо они 
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всегда могут 
получаем 

следствие 1 . Для того чтобы допустимая комбинация 1ц 0./-і,...,л) 
была единственно!; абсолютной міЗвимальп функционала (2.2), доста- 

( точно оущеотвовения решения у системы неравенств (2.6) относитель- 
но иеиввеотимх Ау,^ (І.У«і',...,л ) иа втой комбинации х - ,, . 
В втом случав проверке некоторой комбяации иа абсолютный 

> иинииум сводится к ремеиив *' неравенств (2.6) с іл неиэваст- 
нымн Л;,»\ . Ісмг виек > я (2.6 )-(?.«) аамеяить знаком ж. , то 
теорема 2.1 по-преяиену будет давать достаточные услояия 
иого «ииимумв, ио утверждать единственность реіеняя уіе вельви 
метод обратной подстановки » данном случае состой? в сле- 
дуемом: задаемся А,,»>| и иа (2.8) 
*Ѵ она допустимая (т.е. Л = 0), то ио - і 
Онкцяонала (2.1), если нет, Ді) - есть I 
ционвда (2.1). В последнем случае множество, 

ную мвлнмаль: М"{*'«'»і} , а множество луч 

Ы=\і:1Ы*Іі*і\ . метод макемнима будет состоять в I 
Р* А і , *>4 , чтобы оценка Я») возрастала. 




лепного программирования, 
А) Постянот» аялячн [г]. Требуется минимизировать форму 

Ьа^т^ , <'«/,-. •,"», л/»{^ (в.г) 

Веиинем 1-е огрішичвнип в (3.2) в вядп 
Ч^*^*- 6,-0 , Ы,...,*, (3.3) 
іе переменяые. 
«о гл. II будем искать «і -Функционал в вида 

* -I + * V * ЫЖ'Я. (В.*' 

, Составляем ^обобщенный іункционол 

• Вдес» К,Ці - некоторые постоянные. Переменные Лу в (3.5) ,жв 
вны. Вычислим первые производные, получим 

3 У»ъ -2*ііі*0 ; ««'/,...,*. о.?) 




Таким образом, если на промернимом допустимом реаениа соблю- 
дается строгое неравенство (Э.г), то І>« и из (8.7) имеем 
Аі-Р . Рассувдениямм, аналогичными вадаче §1, мокно показать, 
•іто для достаточно, чтобы 

$-ІЛ,*0 , />|,...,лі. & ' 9) 
Выполнения не уолсвий о'.7-0 ,44*0»., допустимой комбина- 
ции в линеКниЙ задаче достаточно, чтобы проверяемое решение был<. 
абсолютной миннмнлы. (возможно не единственной). Таким образом, 



•івооекй 8.1 . Для того чтооы допустима.! комбинации *, 
бия» абсолютной минкмальп і ( ..шщиоиало ^З.І) при ограничениях 
(8.2), достаточно суавствованнн таких постоянных А< , при ко-' 
торах на ИМ комбинации шнолинвтсп неравенств (3.8), (3.9), 
а К { .соответствующие ЖА/Ц/лЩа ранни нуле. 

Из условий теоремы нѴтнкает, л частности, следуіяші 

3.8) к, I, 



зам (8.8). Если :ш.'деішии 9) удовлетворяют усд 
А| , соотввтстэуімие Д*Ѵ*,<а\ , равны нулю, 



оити поиска оптимальною ремеипщ эндаемсн в (3.8) 
ворныіими (3.9). Из (3.6) находим 
неравенствам (3.8). Если иа.'децш^ I 
(8.2), а 

найденное реаснш явдяеісн оптимальный) если нет, 
опенку снизу минчины функционала. 
ВДИД В.І . Найти мннниум 

І*Ч*Лщ**ш (зло) 

при усдоъипж 

Го-таілием систему (3.8) (Ы«,Ш«4««А,)»в, 

(і-цкіч (3.12) 

Задаеысн А,«А,»Л,«й Подстсапв их и (3.12) видим, что 
или выполнения нврпионсть (3.12) необходимо, чтобн 
Ути значения удовлетворяй (З.П), следовательно, согласно 
тео»?ме 1*1 порученное реюенма оптиипльно. 
„ Зьиечяци.; 1 . Яслг. некоторые выражении (1.2) имеют вид 
Хо.уІу.І., то, певторяч рпссукд.іиин, нетрудно установить, 
И I .т,.., глупее еоств-тгт пуган* ПГЦЯНМаИ (3.9) окимаптся. 



..;м Іі гіЛ К г-:::. 

I. я.А.Болонкин. О ремении оптималыиіх задач. В сб.: "Матемяти- 
чвекмв вопроси управления производством". Изд. МП, вып. 3, 
1971, стр. ч6-5ч. 

•г. /,.*.корбут, г. с. 

"Науке", 1969. 




51. Задач» с противодействуем Дкові 



А)_Пусть на множестве )Г'Ѵ определены функционалы !,(*.») 
1 . Игрок I, выбирая < из допустимого подмножестве 
. стромится минимизировать функционал М*,м) , а игрок 2, 
выбирая м »з допустимого подмножестве Т с У , стремится мини- 
мизировать функционал І,См) • Очевидно, что они иевввт друг 
другу, так как 1і"Іі(М) . 1»»Д • Пусть коалиция невозможна. 



« !,(».») . 

Х"сХ , стр 



овать функционал I, ^Х. Ч ) . Очевидно, что от 
, так как . 1»»Д • Пусть коалит 

яЕХ іі выбрать? 

В соответствии г литературой назовем Д » Т" плацдармом . 
1, і || - «ММ '" го " г_го «грока соответственно, 



Рассмотрим случей полной 
ларме, цели и стратегии. 
Пусть каждый из противников действует оптимальным способом. 
Введем функционал Ы(*,ч}-0 ваХ»Т . По внелогни о гл.П 
^паэовем его Л - функционалом . Составим обобаеннмй функционал 
для первого и второго игроков соот явственно: I,» , 
где «<„*г»і -Функционалы. Тогда 

Здесь ІМК*)- абсолютные мнннмали функционалов 3 4 и І| соот- 
ветственно. 

Пусть инициатива (право п рвого выбора) у игроки I. Вынол- 



ѵп 



яія оперев,™ (1.1) (имитируя действия второю игрока"'), мы 
жаждем"' г . 

№ - шуШУнй **.і*.ѵ)\ . (і.г ) 

Подстаыпя «о «,<*) ь (1.1), а учетом действий второго игрока, 
поіуч.ем ІтШІЦьѴ+ьЛ&лйІ щ 4 

Пусть -,».») .^Л^такоьы, что I »э (1.8) принадлежит** 
Тогда наяменьжая величина 4ункционвла. которой может достичь 
будучи информирован о значение і , равна 

4-у/[І,С,ѵ) + а,Г*,»)], О.») 
где Лшіш/МЛм.щС*)! 

Вдесь і - : ик: :иро»ІвямІ мемонт, -функционал. 
В частности, можно ваять *ітл, 

Вели ( хе (І.ч) принадлежит К («***), то очевидно, что 
пара 1, У дает яеиіеньме значение функционалов Ц , I» , которые 
может достичь каждый из равумнкх игроков при принятых предполо- 
жениях. Любое отклонение от этмх значении одним иа игроков мо- 
жет быть использовано другим игроком для уменьиения своего |уя» 

Если подученное иа (1.8) " Д Д*в* оценку снизу 

величины І 4 , если *(.%', а ІІѴ, то Д - оценка сниау I, дли 
игрока 2. ' 

Путем аналогичных рассуждение можно не*™ оитималыюе ремѵ- 
іме > для случая, когда инициатива находится у игрока 2. Он» 
беа особых ватруднвний обобмавтеп на случай, когда действует п 
игроков, каждый из которых минимизирует свой функционал и игро- 
ки по степини (рангу) своей инициативы расположены в опредвлен- 



Вамачакия. I . Очевидно, что если игроки вступят между собой 
в коалицио и 1 І »1 І *>0, то, минимизируя «икционал^^^уЦ,»!!**). 
мы получим оптимальное ремские п случае *,#<дми оценку снизу 
в противном случае. 

2. Коалиция всегдв выгодна (кеубыточке), ибо в этом л;,чае • 
мы,,получоем м.іксимум того, что можно мянлечь МПоМвмМШМ 



■/ Т.о. 'игрок 1 имеет гянг (кЧлекции (умстівинпгп развития) 
единицу, а игрок 2 - рем* ДОжмюн «Л». 

тІ ЗивкЖ^ ознпчает Ж) гѵмвііт. 
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действиями из "природы" (игра с пенулеьои суммой). 

Г) Рассмотрим задачу, описываемую обыкновенными дидорем- 
іціолЫішіи уравнениям. Пусть первый игрок минимизирует ..ункцмо- 
Ш Ц , а его допустимой миоаоетао выделено при помощи уравне- 
нии : 

Для второго Игрока соответственно имеем 

^гг*і ^| РНв " " епрвртна>1 Кісечно-ди.^ереицируемйя .дикция с 
«ИІІ ИМ-»і-ы.:рно.і нэпреривнан ісусочио-ди>кереицируеыая адик- 
пия КГІІ) \ Ыі*),*$) - кусочно-кепрерииные вектор-пункции о 
управления с и(Ѵ ,|ГГѴ. ІІпожостю дикций *(»), и(і) , удовлет- 
вирномпл перечисленным ьи-е услоьинм (в той числе и уравнениям 
(1.5)), назовем ЩЩШЩИ и обозначим Д, , аналогично множест- 
во допустимых цЦ) обозначим й л , а ЬжД обозначим Ь 

Первый игрок минимизирует I, | мм к(() ,«еі/, и 
обязан выполнить граничите условия * ,х\Я, . Второй игрок 
минимизируй, I Ыі( ,ѵран , Ѵі V , , ооязаи выполнить гра- 
ничиие условия И .««А . 

Ьооьмем «««орм. непрерывны,, дп,.<:р в нцадсмие ^ИЖДИИ 
Т (*,*,»), Г Ѵ.і.цІ и построим «1-іуіікциоііады в виде 

Тсгда пТпігМИ іми ^нкц.юн.ілі. мо .но зіТіисаіь (м'мвМй». 
. индмксбм праюмщщ суиичроь'ияе): 

СПМІ вьвляннмх обоэпачемпй Х'^^В^исеи и , (і. 8 ), 
(..'•). пусть пшцвопм у верюге шум. Онемшм минимум 

(1,и), а.9) «в расюві нон ИХОЖОСТМ ,;,н.швр «С/."^ (не 

« ! вашші урщ.„оипиыи СІ.5), (1.6) ), „ 0 ^ чт| 

где р 9 ,Л» ж»>.июм 
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Илесь і А", в" истоплены И',!') ,(*•») из НЛО). 

Это маяно записать в вале глслуапеі, совокупности условии: 

1)фЛ?,$еТ «а («,.<,), НЛО') 

і)Ш& , >0вР мод / а.хй . 

Пусть игроки I и 2 полиостьв иіи.ормировеиіі друг о друго, 
т.е. ии взаимно известны (1.5), (1.6), 1/,Ѵ,Яі,Л, . Кроме того, 
пусть иницвиіива (право первого выбора) находится у игрока I, * 
причем выбранное км значение и станоыитсн игновенни известным 
игроку 2. Тогда оптимальная стратегия кведого из игроков соглас- 
но п. А и (НО), (І.ІІ) мохет быть ни! : дено слодупцим образом 
(при заданных Г*(«.«.ѵ), Г^Чі.Ш.Ч)): 

X - <яч" фк^шщшй*. *•*«>, мюед о - іг > 

Х-І^Л^рі^б^.Ш.йМ.ѵуЫі, 9-9(0, »-Ы9\9'. Ві») 
Если окажется, что І,й, §. VI 0 , то4Д9,Р - оптимальное рояв- 
кие при лзннок информированности игроков, "ели і, & I б, , то * ( 
дает оценку снизу 1, , а если «.«ее, . • »<». . ,о I есть 
оценка енвзу ',, 

Рассмотрим некоторые алгоритмы поиска решения, 
а) Алгоритм, отыдкация отдеццщ экстремалей,. Пусть Ч"'1 р,У) Х1 , ' 
У 1 "»*"^)»! • Тогда необходимые условия минимума (1.10), 
(ІЛІ) дам 

&%*-рГ-н%-о . і'і,і.,..,п; 9$*1р-Щ'-б,НА,.*илк) 

где »/%-/, , Оптимальное управление при этом 

находим из условии 

где «,,»}- мипималь выражения фа^Я.».*,!.'.?»). 
Граничные условия определяется из 

Решая крвевуп задачу для системы (І.5), (І.6), (1.І1) при 
краевом условии (1.16) и отыскивая при отом управление по 
(І.І5), мы вайдем решение, удовлотворяваоо только части требо- ' 
ввний (І.ІО), (ІЛІ). По аналогии с вариационный исчислением 
назовем его вкстремальо. Экстремаль мохет быть мииниалью, но 
может и не быть. Для установления ее оптимальности приходится 
привлекать дополнительные условия. М которых им здось останов- 
ливаться ие будем. • 

гог 
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б) Ісловия аЛО), (ІЛІ) іОудут виыді.сны, если Ч"" и Т""' 
подоврать таким образом, что В .В перестанут жавиевть от 
XV . Очевидно, что для этого досрочно решить следуюиуч 
систему двух уравнений с частными производными с двумя неиавест- 

и/Я ці ііі 

. ішіи функциями т» т : 

Здесь 1 первое уравнение (1.17) подставлено Ц,(і,Х,Ы,1?.іС) , 
'» и}(1,«,Ц*Л ив второго уравнения (І.І7) и найденное после 
этого М,І иа первого уравнения подставлено во второе. 

Пусть конечные значения х(1) ,»(Ѵ при «,,•• » а.5), (І.в) 
твкош: 1.Г„(Ж(І,)). Г,-Г„Ш)- (ІЛв) 
Тогда в качестве краевого условии длл (І.І7) можно ззпть (ле- 
вый конец задай): 

Т.е. при функционалы доліны обращаться в нуль. 

Замечания! В . Ііы рассмотрели случай цихсировшниого интерва- 
ла ьрамѳнв • Ксл.і одио из значении *«Л (или оба) не 
фиксировано (пусть для определенности I, ), то (1.1(1), НЛІ) 
принимают вид: 

і)М#>№*' я г) д/^'.^/Г-в -О.Л) 

„ і». Можно показать, что, если существуют йуикцми У? у 1 " 
и хотя бы одна допустимая совокуш.ость4,|,в, г , удовлетьоряю- 
»иб НЛО 1 ), (1Л1 1 ), то любня другая совокупность Л,0,и, ™і 
удовлетворявшая (І.ІО*), (І.ІЙ. в<*ь оптииель нашеіі задачи и 
любая допустимая оптимвль рассматриваемо» задачи удовлетворяет 
(МО 1 ), (І.ІІ'). 

В отдельных случиях синтез умоется поставить простыми 
средствами. Пусть лш/цм/ , система 0.5», 11.6) имеет вид: 

'' Значение і. не эадішо, правый коноц я(і> свободен. Возьмем 

ѵпуіы. г%г*м. ««ходим *ѵ.»,*ль^г*.>д,^ по (іл5). 

I подставляя их ■ В . В « приравнивай В, (й, »•,»»,»>)■"«', 
I С» г,«»,Ѵ)«0 . маходим из атжх ДОІШІШІ тѣ^ , ^*) < в = л » 
вто вотінояно) в, подставляя их !. I , V , получаем оптимальный 

синтез. 

1) Коснемся кратко случ ш, когда инициатива постоянно пе- 
раЖСШ оі игрока к игрок). П;гть в кавдп единицу времени Т 

яоз 



та находится вр«і. НИ у игрока I и л,М времени - у игро- 

ка 2. Непрерывные заданные фикции *М,<*»Ш долины удовлет- 
ворять условно л,(і) + л,и)шІ. конечные значения х(Ц 
Тогда (1.5), (1.6) 



эанпьтв. 

'♦/»*» і і **А,*+ь, 1 1 ./,!,. о.го) 



/.•/1 «тічіил, 4 •4*^л,у*и-,«. «•?)) 

Здесь' добавочный нижний индекс I, 2 у /,»• означает, что 
как эти функции, так и входящие в них управления вычислены при 
инициативе у игрока I и 2 соответственно. Иыражсиип (1.10), 
О. II) примут вид: 

}-'Г^#Г^ГМ, (Х.22) 

**г*п+&г**#ю#. о.2я 

I результате, вообцо говоря, мы получки скользящий режим. 
Скользкий режим неизбежно появится и в авлаче (1.10), (1.Ц), 
если противники не информированы ов управлении друг .іругя и при- 
меилвт смешанные стратегии. 

Г) Уожно в качестве л функционала брать Нжноя -,(*.».»). 

л 1 л^ ,кИ * игѵ »Нт« ,*.»«, 

Х'.У іѴ. Тогда аналогично гл. ■ выражения О.Э), 0.1) иожн- 
записать: 

где У,-ЩрЪ(*У.»), ' ' 

3, У) ♦ ыу)} І I (1.25) 

Здесь справедлива теорема, аналогичной теореме 1.1 гл. 1С. 

аам Ы. пусть п*,», «,<■*,»»,•;. о . *, г* о*), а 

только «[ЛГм ШУК^У/. г)«Ч*№&>ЗД таково, что для 
ГГ.т.ьГ)е№1Г-дЛ\г>і8!!детсн К I такое, при котором &ЬНш)>1МЬ 
^№ь»),»,кг; таково, что для т'Х(Х'У-Х'"Г)^ № 1^ и*;/ 

такое, при котором У, *) > ^(*.$). 

3) Супрстсупт пары, удоялетроряпчяг условиям (1.2») 

0.Г5). 

*)1,<*.*>,і)іО,Ѵ,ь>,1) на I ; „ V. 

Тогда: I) тпмІСГ.^Г, 2) Ив. ДО яіляетеп 
оптималы игры. 

Доклг.чтельпво ее однотипно дркяаотильствѵ теоремы І.І. 
гл. Ш. 



і 

и 
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Замечание 5. Из Ц.г»), (1.25) и п. | Порами следует, что 

«Ш^ »Ѵ и 4М4«4№в*4<№ т.е. поры 

чкатГЧ; 



\'\У'"'А(»*У ГЯ СвЯ * 0ІШМ " точн * 1|1 ''«" , "< ион| " | °'> 4Г*.«4«^ при 
Д) Рассмотрим бегло применение дгнного подхода для игры с 
«нулевой суммой. Пусть нч]|»У опоелелелонкционал М5), Допус- 
тимое подмножество ес7ьД»У*,ХѴХ' , ГС*. Игрок I выбирает 
„ -іс"Х* (первым), стремясь мни.імивировать [0*і) (и имитируя дейст- 
пия ■трот 2), а игрок 2 «ыбиряет у€ У" , зняя выбо]. игрой I ■ 
гтремясь максимизировать К*,») . Оба они информированы о ](*.*), 

Г» Г, Х«Ѵ. 

Введем щнкииднііл М*,}))>д п Х*»Т* Построим обобщении» функ- 
ционал Х*.Ш)т[(*.Г)»4&,Ш) ч |. м .- еы впичмв 4«||»/^С«.|И»4# , РДв 

«,<*)-«#Г0і/>^.|г;, а затем 3, - «р*,»),?. Если ІГГ, МУ* «о 
это •- оптнмоль поставленной яідочи. В силу ы(к.ш)шд иоА^Івсег- 

дн имеется неравенство.?*' яо У , т.е. 4 является оценкой 
НРЩ для первого игрока в случэе овтимильиого поведения «»оро- 
го. Кош ИХ', и і(У , я значение 4* ' , т.е. является оценкой 
сверху лля второго игрохи в случае оптимального поведения перво- 
го. 

В частности, для задач, опиеяввомых ойыкновииинмй дкОДіерея- 
цішышми уравнениями (в векторном виде), ше«* (в предложениях 
п. Ь): г\ 

і-п*:*:*: ѵ)+ ші,* * и, ѵ^і , і "/«.*,»,«>),у-т«дй.ал) 

Возьмем диоіереицЯруомуи іункцию Т(і,*.*г) | построим 
«I -іункцкояел в виде Ь — Ч> I - 1 V т#/ ♦ У, т* * % ) гіі. 
Обобіеияый ііункцнонел будеК иметь вид 

вычисляя его мэксимйн'- т т(/),в(і),и(М ѵ(і), не сп'яэаяяыи 

ѵрпрчениими 0.23), г.олучті Сиі)М'іичтмво у первого чгрока) 

> Здесь оптгмпльноз іомаиЗ нахпдитсв следѵгтим образом 



длк зтого аргумент» | щрах МЯВ помеинть м:. тсии. 



го5 



І<,»і.««»іЦ/І,/<.«,«,І( І 1«.««».Ч"'».'')1 . .(1.80) 

и яе шій конец волан. 

Если выбрать уушіцио т*.»7 тик, чтобы они у до влотворюш 
ѵиввиенив в частных производных 

„рн ном іекпм • 10 ьсв * с * ,, " и| [ ?' г !ІЛ2!. Ж " 

подмены и МЫ получим поле оптимальных реіыний. *Ю«Оі метод 

аостоит . аоданив Ѵ-^ДЛГ- ^/^''"^ГГі^^оа/Г 
,ц>,д/і>-— и управлении, опродолйвио^ выражением 
о!** ЮН реяонве. подозрительное М МИШ*) - ^^Ц 1 - 
Выполнение граничных усіодин по *(*) квляетсн заоотоі игро 
п I. в по - заботой игрока 2. Ьадвча типа (1.26) рассмвтри 
ввлвсі и (2). 

В случав двнкония с переходом инициативы с заданными веса 

шп тш -.(♦> .-.«> и- 26 »- и- 27 ' п р»" ИИ| " л внд 

П. Ж ЯГть рааднТомно толь,» . око»»».» Р«иу» 
Р..ЛІ | ядІГ редим ІМИ неизбежно возникает. МЯМ игрой «о по- 
лучавт информации об уираалонии противнике, седяовеп точка у 
Д^му) отсутствует и примзняотсіі смешанные стрвтегии. 
Пусть при Л = 1 система (1.26) такова: 

/- ЩяШМ , *.{(*,»,*} , в*Ѵ, 

где і, не задай, т*Й *Ш *«> свободен. Нонш» 
наГдоІ по (Г. 80) й(*,У ш ) , Л».А> • Подстаьлмп их * В и при- 
равнивай В(»,т»).9. таят №» это возмог) из атого ЯН.В- 
ненин * .. мптмм «го М . подуча«ы оптимальны! син- 
тез, 
и 

і2. чнси-ииа ц иц имяиц ШЦМЯ МИМУ 

■ДУД г. и , пт.-.ьолоіісгіиоц 

») Причет* идеи пгріш 
X гг-дач* с протииоде'ттммя 
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I^ ележшбро мсираям імЬ і» іі) 

■»•!,* * | 



в (1.5), (1.6) гл. П обозшачим единим (я«Я| Ніерным 



і*.''/* • — -~ ■ - ■ 

. Пусть для простота Р, Тогдч (1.5), (1.6) ! 

Ыміак*)*, /,-Аа*«^«г (<,^ЛмЛН ѵ-см> 
здесьЛ.м'.^у-адзвдпвы. (Я " П !ЖУЖГ^ 

вал кусочио-диікоревцируеман ввктор-фуихиия с «Х«,«Н.П»І-»я 
I -мерные соответственно кусочно-нзпрерывкые векторЧутии 
управления иСУ ,*<Ѵ . Чновество допустимых Х<Ы,и(Ц,КІ), 
удовлетворяввшх всем переѵисленнмм условиям, в том числе и урвв- 
— М (2.1), обозначим Ч . 

Полагаем ѴімиЛ, • У^Цс*»" соотевляем обобаекяне функ- 

*-*<»«І/ ///.-*<*< -*,*г^і -А я *І%*Уі, е.*) 

7 « ■* * {« ^Р** <г ' 8> 

Смысл введенных обозначений .4 , в ясен из 12.2), (2.3). Исхлв- 
чим II я •* из В (2.2), в*(2.3) при помони условии (иявцяв- 
тивз ч первого игрока): 

Получим: , Л 

. п&ГІГѴа*)*, «.в) 

где «-{«У.*?} . Пусть ^*"- непрерывные и дий'чреяпвртемыб 
функции овоях аргументов, в" 4 - непрерывные и диіііеренцмруомыв 
функции «•,»,»,»■ , М - непрерывные и дифференцируемые {уякпии 
*,« . Ввдеднмся некоторой травяіоривВх(*/ , удовлатворяовеи 
заданным гриничным услсвняи с хій и непрерывной яусочмо-диі!4е- 
ренцяруемой пункцией »(Ѵ , подстввям их в ( г -5) « вы<мсліи 
вооиацио функционалов (2.5) относительно 1(1): 

ік 2Н Д«?лі * *74 л, * віГКіл, - вгГоі * (г . 6 , 

Слагаемые в^Ч'вчЧ»- 5 ?*-"*' и '° " " КрЫТ °" °°' аСТ " 
В% •*%•(). а ив границе - ЧІт** і г ^ ,в • ,|, - 

ци 1/(1), ѴШ но гпш- лтчів от «С , ни от у : 

вг*«*яЯ.*%Ч>< 
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Поомлнае сдагаеиое под интегралами I (2.6) проинтегрируем 
по ЧВОТЯЫІ 



г .«тон ЛШППГ выражение (2 .ь) ѴММЛНѴ 



.так как концы 
■Пусть МВвЯИЛШ 

юта игрок, і. і т пщті і т т ш 



иг 



на №А>. «« г,.<<ѵ«И..-.» 

, когда ,«•*» і * 
Новая триактори»: . (2.10) 

* ь ..У - .иС «ар В ! иТ. 0„» макет бить «ш» . «««К 

8РИІ ~ °~ ■ А*.»» . ГД. т., - вектора с ко-по- 
Гі С «Й- .?«"»»*•■'»■ <*» м ~ » 

огр.нмча.та » «оря»*. ■ « : 

значения «,,(І> . « г " ,іуеТ ИМ,ВГМ ' . 

''ГшЗВГ&й***** 

с, (г.») (иттіп-тива.у пер» 010 трока): * 
до,*,*... <м>. Іѵ) Н--Н-Ч-*Ь • ' * 

частях вирапш.ч (<■•-' *» «<*•«« • И ""- 

К» 
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Б) Уетод ул|ч»аи.я фааово» траектории (см.гл.а) » дадяоа 
. Д) чае буд.т соотоять и следующем. Пусть мпилнаиае " ірааиаада 
(2.1) - ..вот» игрока І,а «мподн.аие оставшихся /я -урвжвеииі 
(2.1) - ..бот. игрока 2.8ам«н«« («дачи (2.1) іадача» 

[%м « - ДО * N -ДО* ■ * • « ■ 

где •(►Л, ивИИШ. Нетрудно видеть, что доСавки 

в (2. 13), (2.1ч) являвтоп «I чуякционьлаии, «во на допустимых 
кривых |,-/« I «<■ <» . Полагаем Г%№,Ѵ$КМ ' Т ° ГД8 

Исключив и , V нэ в*', в при поиоил условии (2.ч), где Ѵ'Р 
и в правые части войдет еще аргумент { . Получим выражение ти- 
па (2.5). Пусть ] ,3 - непрерывные и дифференцируемые функ- 
ции «,«( »*. I . Зададимся некоторой траекторией , удовлет- 
воряемой заданным краевым условиям лІ0 , подставим ее в (2.15). 
(2.16) и имели вариации ІЗ* , О ш относительно*^ , учи- 
тывай, что концы фиксироььвы. Получим 



В силу тох ііѳ причин, что и в А, 



в-Х ■ в* «й - - * -° ■ (глв ' 

і внсірая р,М так. чтобы (по. I - не сумма) 
ей, иоцив (2.19) можно переписать 

»І....іЛ?ИЙ 

Пилпгаен в (2.21) Л, = -Т.«)в^' , где 1,(«>С на и 
Г.(і ( )«Т,(^).0, . Тогда (2.21) иожно перепиггять: 



! 

"'•ад рі>лж>, что, жкЧфм Х.Ш е юстлочас иілим твхС(о 

'Чі Ц ИННИ И величии; (.ункщюицлп. Ногой траектории тонова: 
х :р»"*і,р*ІХі,р,р<- А " 1юив Р итершиИ. Управление при 
і-тои н-.ходми по (2.1). І.сли конец .гД/ свободен, то полигаем | 
■ плтооствувкее Х^) ^сопзіув . В случае ограничений вида 1 
ДОАшДО/мпеші выводнчпо за границу, следует/' 

«рчть ригиыии граничит) значениям. 

Ляп игры с нулевом суммой & п =Ъ т .- управление находят Ю 
(2.11), (2.12) ■ Т,Ш*0. 

Недостаток методов п. Е состоит в той, что ниКденныо 

ипм ■гчис-лении их аналогом пвлнотоп сі.льиіч: относительные мшш- 
мвли. 

8) Рассмотрим метод спуска в пространстве управлении дли 
задачи (2.1). Пусть ииііолііэн.іс краевих ІОКШІ при 1,^ для 
в'!Ктор-4ункнии х "{*|,. ...х я \ щляотся ПбОМЯ игрока I, о ■иапя- 
пение краевых условий для ьектоМункции х ~*тт) - ни 

По*»! игрока 2. Возьмем Ѵ=р і Юх і и составим обобщенные функ- 
т'ппялн: «, «, 

Д-*АЬ*Щі* -І*М-А'">{№і, «.«. ,/1,(2.2:.) 

' ••')•» У из (2.23) при попоим МПЧМ И •'"А-»'- 

Ц-вТ^/в". (2.2Г) 
З.ідчдимся допустимым управлением В(*) . Полстоиим и(0 и Ц г:> 
(2.2-; ) в (2.1): 

ч івкхе в (2. 23), (2.24). ВМОИМ во| яацио ( уиішионалов 4 1і 
г.тпосительио указанных ѵуякііиі'.: 

п -а ю * ПК,*, * К, іщНі , и и щ /•и~лР'* г і 

2ди<;|., кпг и ранее, Я^Л^тО . Рудем вибирлть рЦі) тая, чтобн 
Вш!*0> что«н они удовлетворяли слодуюиеіі сметой) дііі>;п . 

рчнпг «ьтіг л рцр№:н«В: ' 

В, *%;р,В) -рііі 'I, , і-іі, -,", 
Н т Цх,р, г'«,*.р. Юі ' р<!а - «5. , «' ■ , "*"». 
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Прирошиия ЩШІІМІШ елчдуат ищг^ть ВМІ 

йі—%<0б» ,;-/,. , г . до»* 

I приримиіия ^в/У"/ воктори />«,) дли выполнения краевых ус- 
ловии лоѴ иувно выбирать таи, чтобы &/І'"+0 , *•! «•/. я, 
і-п<і,..,лчі. Интегрируя (2. л), (2.23), мштуыа (2.;5) и іы/- 
биран /дК,) ток, чтобы удовлетворить задашіие гриия'иыо зи . I 
нин на правом конце, иолучиы ноьоо управление: и^.,-и^*іи^, 
При достаточно милых ТМ значен,;,! , ункц.Юіі.-,оі 1,Х будут бы- 
вать и т моаеи надеяться, что ь результате псондет достаточ- 
но близко | локалыю-оптіішілыіому ревпнио. Ь отличие от п. 4, Б, 
это реаиние будет лоі;іЛЫ,с-оптішилЫіш) но только по ПИШИ 
координаты), но и по уприілснины. Оно ндднетсн аналогом слабо» 
относительно!: ииииивли в ь^рииццониои исчислении, длн обичкьх 
некон. лікітішх з.ідйч этот метод ИрфИШИ І,В. «аіровским. 

із. щам има м щи с ии швш с-.ви^и 

Пусть в (1.5), (1.Ь), (..2і,) 

методы синтеза аад.іч (І.Ч^О.б), (І.2С) ставнт своей 
нельм нахоядение оптіш и лыюп, управлении обоих нгрокои в ММ 
ючке разового пиостр-и.-тьв і,х , Т.е. іюлучонае зависшие-, і 

и случае МДМ| (І.5)-(|.б) л ла этого дост^тичио ри.иѵь 
оаоМЩ управлении I частльх провгводныѵ пирі.о^ ММДІвѴ (І.ІѴ) 
<: краимш условной (1.19). 

Аналогично для :.,.дячи С.2о) (пу« = нулевом суммой) нужн н 
І«:і<и*Ь уровней Подлмьвн (І..-2) с ТЦ>ЩИ условіѵ.-м Г, *У,=0 

Уравнеиня П. IV) поело ЩПЖЩШШЩ управлении прич..іпт-і, я 
уршненмнм вила (инициатива у пгріюго грош): 

^ НЧі,*.ѵ,и, у4"Ѵ"Гг,в.ѵ,«, Я™ ѵ^/, -),, С'-> 
і » , -Ч»рН а '<і,*.ѵ.и,гл'"> , /Г'У^-Л, С'.Э) 



т 



і -«7^/>/Ѵ>лі^*ѵѵл*.»ал'Ч (8.5) 

' шл ЧурН'"(і.я,м > й(і.к\, І Гш т І ч'Г').. (з.б) 
Аналогично уравнение (1.32) привидится к уравнению (ини- 
циатива у первого игрока): 

вшщ Н(і.*,ѵ,и. «Ѵ<.».</,&, >»)), 
* 0 *#фН(К*.у,м,9,і кі ъЬ ' (3.9) 

Уравнении (Э.І), (2.7) - исди„еиные ДиіМерснциальиые урав- 
нения первого порядка, резрсвенкые относительно производной У, 
и не зависимее от искомой оункции У . в аналитическом виде они 
реиаотся в исключительных случаях. Поэтому валим численные ме- 
тоды. Ниле рассмотрены некоторые из таких методов. 

Я) Метод № I Спвшит 1 (для задачи (1.5) ). 
В 'газовом пространстве переменных а, у задаемся сетігои*/. 

Значения іі.Ѵі в узлах этой сотки ьудем обозначать х[(») 
где верхний индекс - означает номер узла (ОДх,-.,/-; 

р-І.Ѵ.Г,). Зивченил 4ОДДО).ІМ самым опредилявтеп. Выбираем 
какую-нибудь формулу вычисления производиіа <№ ,іу<» в узлах |,а 
через виачения г 4 '' 1 , У т л соседних узлах (по осяКа,,*, ): 

пр-*ігігііА (з.ю) 

Например, пусть сетка имеет постоянным «аг А и производ- 
ные вычисляется по трем точкам. Для первой, лобок внутренней и 
послодвеП точек известны (Ш стр. 573), следующие формулы 
численного дифференцирования**': 



2 Л"™ 4 ' 1 ™". 110 оговаривал »»° каждый рйЬ, ни предполагп- 
. еы, что сотка расположена и области определения $уикции Н. 
В поляк упроадинн записи в (З.ІІ), (З.іг) эти формулы ШЖШ 
только для у* :> и.ииий индекс Г* Г* опу™н. Д 

. гіг 
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Погрешность для первой и третьлі формулы равна г-/Иѵл і/ 
я для средней формулы Ж — к'* т (и/і 1 ' 

Для пяти точен формулы таковы: 

Ц-Ш -а# .пуп 

Погрешности при этом ішлот порядок г-А'ИЬ!/, , где 
? • 5; -20| 80; -20; 5 соотвествонно. Ѵ/1 

На виданной сети кривых ДО, ДО) величины гГ.Ѵ/Г 
п. ІВИОЯ Функциями только і . Подставляя (Э.ІО) (или одну из 
конкретных формул численного дифференцирования (Э.ІІ), (3.1), 
а -"нем последовательно значения векторов 1'(1.и „, 
І/ІГ : ІЛ,..,ЬМ.Л * УМ* получи.'следу,:;.'^^;'""^' 
^'.Т /ГЧ' « ди^рет-.иелышх /равнений, разреееяную 
огін.оительно производных (т.е. в нормальной Норме Коми): 

Граничные значения для у* м-»» получим, подставляя гра- : 
нічиые значения векторов Х'СО.ЧЧ*,))* узлах при в <І.І9)і 

Тг\ мі , Г<і ' )} ' , (8 '"> 

ПО,..,* , ,.Ц,...,к. Ц.ІХ....І,, ]'1.1,...,т 

В частности если Р»0 . то . Ток как граничны, 

значения »(> " нам заданы не правом конце, то систему ( 3.18) необ- 

холимо интегрировать справа па.іево, полагая <.-Г от (, , до 

. При атом удобно подставить (ЗЛО) (соответственно (З.ІІ) 

9.4), в (3.5), (З.й) находить в процессе счета ^») 

г,у*лех и выводить их прямо но печать. 

Предлагаемы!! метод синтеза имеет ряд преимуществ: 

I) система (3.13) раэреаеяя относительно производных; 

?) точность можот Сыть супественно унелачева практически 

без услолненкя правых частей ''равнений за счет иыбора более 

точная .1ори>л числлн.,010 дн«еренцнроччиия (нри использо,.е;гии 

гіз 



ч 



производной порчдка-Л*). 

веля.:, синтез ііоя- 
но строить только и части цлэоього пространство Ж«УіТ . Это 
ограничении практически снимается, если сяитаэ стройся вокруг 
известной минииалн пли и чистя пространства, ограниченного ми- 



В последним случив «вг к иоыіо Орать завцспщім от * (од- 
узхы при прииенеиив (3.10), СБ. И) должны оставаться раанп 
а). 

Если ии ириаои конце триоутса попас*» в ».іДйін.)ш «очку 
ХіЧ,)-^, , «.«іМи • ѵ ° Д°'"'»лнс« к Р а , Р„ I (1.19) "штр^" 
- «и 7* |, « А"(Ѵі - »і« )* ^ соответственно, п.о ваят.і достаточно 

ооль.но А^О.^.О . 

в МНИМ) если Мв Ы Ы* Ц.Ь), (І.ь) автономна, Г„»0 , 
Рп в 0 • пришіі «снзц сюсодиі, ирсил процесса № <.иі.с крова но и 
і{ 0* постонккио, тпѴ*іт""п :. ,'.оать о* *,»{*Ѵ(», 

т^вО и ООМЛМ ІЗ.ІЬ) превратней И систему конечных ураь- 

Г-Ѵ,- А, '-'.г, ,«, Л. У = ,т. 

«ту систему ньдо реиить только оіян иіз. 

Систему Ц.5), »!.<.) ПМ приіритить в иитииоцнуь, дои;, 
вяв г ней ЦвММЯИ 1*1 . Евдчч;' с икспроаанніы конной помп, 
превратить (приміп»..іно) в зпдичу со свободны» концом, добми'' 
к Рг.Ч I 0»5)і (!•") (*.! лпиноіі ргкіотіі) "итра-і" в »вде 
• Л*'(»;-»и/|,. • А"(Чк - , и . .,/.,1.1,1, п Гц.Р» І| 

поноши пИ*рмивв)Мівиваі ГцГ»(0] , ГцЫ*)] И МфвМНМІ і| я 
ицкліяіинян ѵроялодні к і,у ирі. ііоцо.ы (1.5), (І.ь); л атои 
случае 47икш'о№Лі' в и .5), ІЛ.ь) ирмнтнііл ьид: 

ч*№.«Ш, 1чЛМ**>*< 
Пусть #|«ж»1 , -агіоа» ІІ.5), Ц.і.) ит ы«1 

^ - *. мяаю, «маі х(і,) , ѵ('і) оі5во'ДГ. (мим 

Пиадполюли, чт^ М ИМИ г#ЯШ ІтчСМ м|п Ѵ,'" . 
Тогда, по.чгтч! Ші «I • і:'. г >, ІИ .С- ) . р МЙЯТГЧП ■ ••■•шея ОЯТ 
ДЧ 



214-215 



Аналогично ИМ быть найдено ЦидМММят реленио уривие- 
ПМ (3.7). ,, 
Пусть (І.іь) тпкозо: 

?*ГК*,*.*.гМі, 4 •Н*.*.ѵ.*) , "€ѵ, пѵ, (з.і?) 

», не зидаио, конец х(і,) свободой. Воаьыоіі (не аавпеп- 

цее от і ). Тогду (3.7) превратится и #(і,Ц).|7 . йсли отепдп 
можно нимти Ѵ«С«; , то НЯехыМІ его в (3.9), получим оптимяль- 
ШІ синтез: й(х) , Ѵ(Х) . Это' и метод приблиленного синтезе 
мояно иепольяозать и для | пиения обмчних (не игровых) 
пых :<эдлч. 

") -Істол г ( рвзлокошіе решения п пял ). Булям искеть і 
ип* еистомы (3.1) в виде суміін однородных многочлонов 

Г в ~М щ +М т ....*М 1 *..., *"^Г**/РЬ~*М?+~, (Э.ІВ) 

где п?*х* ал --* і &*ь4~'* . рі,-*. <ЗЛ9) 

Количество неопредолсиных: коаі]ѵя>і-ііептов а((), Й(Ѵ т (3.19), 
(Г'.гО) равно соответственно . , 

Подставляя (3.18) в (Э.І) и выбирая сетку Л , і с количеством 
узлов получим систему из )-го огінкповеиного д*|і- 

,оренциал»иого уравнонип относительно а(і),і{і). 

Полученная таким опособом система хотя и не разрѳмена от- 
носительно производных , Ь(Ь) , но лииеііиэ относительно 
них. Определитель этой системы относительно , 0(1) при 

.1 отввтетвупвом выборе сетки і , у н« равен нули и эти про- 
в. іодяые могут бить найдены и система переписана в нормальной 
І 1<мо Ноши. Начальныо значения для л(() , 1(1) определяем из 
ѵі.19), в которые предварительно следует поставить (3.18) и по- 
^;іелователыіо подставлять значении і , у в узлах. В част- 
ности, оелк Р<г*Г а '0, то аЛУ«еѴ<,/чі Интегрирование идет 
енраво налево. Подставляя найденяие а(і) , і(0 г (ІЛО), 
О. II), получоеи приблшоннкі. оптимальны: ся-ітвэ. 

В чпетностн, пели система (1.5), (!.».) оитономялп, правый 
конец свободен, то імктор.', а , о мехио еч И І МЯ посточя:ц.мв и 
ЯЯиПМИ (3.1) прпврптіітся в спетому конечных ч-.дпиеііпіх ЩШ- 

«м. 

гі5 



найдено приближенное решение урщ н 
нин (3.7). ваматим тете, что зависимости могу» Сеть еаяты (в 
киы овравоу, что система (3.1) будет системой в нормальной 1»\ 
ме Коми, если компоненты вектор-Сункции *И) , Ш будут оби- 
жаться в нули ьо всех узлах, кром.з выбранного. 
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